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Resumo
Neste trabalho, estudamos experimentalmente, via circuitos eletroˆnicos analo´gicos, o com-
portamento dinaˆmico do oscilador parame´trico, especificamente os fenoˆmenos da ressonaˆncia
parame´trica e a amplificac¸a˜o parame´trica degenerada. Inicialmente, apresentamos os principais
elementos dos circuitos analo´gicos utilizados para implementar as equac¸o˜es diferenciais do
oscilador parame´trico e do amplificador parame´trico. Analisamos cada circuito em que o am-
plificador operacional e´ o principal componente utilizado na analogia eletroˆnica. Em seguida,
fizemos uma breve revisa˜o do circuito RLC cla´ssico para mostrar a importaˆncia do fator de
qualidade em um sistema fı´sico ressonante. Reescalamos as equac¸o˜es dos circuitos implemen-
tados com mudanc¸as de varia´veis com o objetivo de simplificar a comparac¸a˜o entre as partes
analı´tica, nume´rica e experimental. Obtemos a curva de ressonaˆncia experimental do circuito
RLC com excelente ajuste com a previsa˜o teo´rica. Em seguida, determinamos experimental-
mente a primeira zona de instabilidade do oscilador parame´trico. Equacionamos o ganho do
amplificador parame´trico atrave´s do me´todo do balanc¸o harmoˆnico em primeira aproximac¸a˜o.
Implementamos o circuito do AP e verificamos experimentalmente que as medidas de ganho
em func¸a˜o da fase esta˜o de acordo com a previsa˜o teo´rica. Simulamos todos os circuitos inves-
tigados experimentalmente com o software de simulac¸a˜o de circuitos Multisim R© da National
Instruments. Desenvolvemos todas as partes de construc¸a˜o dos circuitos implementados: de-
senhos dos esquemas ele´tricos, desenvolvimento de layouts, confecc¸a˜o de placas de circuitos
impressos e solda dos componentes nas placas de circuitos no Laborato´rio de Eletromagnetismo
e Fı´sica Na˜o-Linear da UAF.
palavras-chaves: Eletroˆnica Analo´gica, balanc¸o harmoˆnico, oscilador parame´trico, res-
sonaˆncia parame´trica, amplificador parame´trico.
Abstract
Here, we studied experimentally, via analog electronic circuits, the dynamic behavior of
the parametric oscillator, specifically the phenomena of parametric resonance and parametric
amplification. Initially, we made a brief review of the RLC series circuit theory to show the
importance of the quality factor in a physical resonant system. We rescaled the implemented
circuit equations in order to simplify the comparison between the analytical, numerical and ex-
perimental parts. We presented and analysed the main analog circuits based on the operational
amplifiers that were used in the implementation of the differential equations of the parametric
oscillator and of the parametric amplifier. We determined experimentally the first zone of insta-
bility of the parametric oscillator, the results were in accordance with the theoretical prediction.
Later on, we obtained the parametric amplifier gain through the method of the harmonic balance
to first approximation. Subsequently, we implemented the parametric amplifier circuit and ex-
perimentally verified that the gain measures were in accordance with the theoretical prediction.
Throughout our work, we used the circuit simulation software NI Multisim R© to simulate our
circuits prior to making the printed circuit boards. Each stage of development of the implemen-
ted circuits: projects, drawings of electrical schemes, layouts, soldering of the components on
the circuit boards, and production of the printed circuit boards was made in the Laboratory of
Electromagnetism and Nonlinear Physics of the Physics Department at UFCG.
keywords: Analog electronics, harmonic balance, parametric oscillator, parametric resonance,
and parametric amplification.
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11 Introduc¸a˜o
Um sistema fı´sico esta´ em equilı´brio quando a resultante de todas as forc¸as atuantes so-
bre ele e´ nula, somente saindo dessa condic¸a˜o se houver alguma excitac¸a˜o externa. Quando
o equilı´brio e´ esta´vel, apo´s excitac¸a˜o externa, o sistema apresenta tendeˆncia a retornar a` sua
posic¸a˜o de equilı´brio inicial. Se esse ponto de equilı´brio esta´vel for do tipo de um oscilador su-
bamortecido, ocorrem oscilac¸o˜es depois de excitac¸o˜es externas. Essas oscilac¸o˜es sa˜o quaisquer
movimentos que se repetem, regular ou irregularmente.
A maioria das atividades humanas envolve alguma forma de oscilac¸a˜o. Por exemplo, no´s
ouvimos porque o tı´mpano vibra, os batimentos cardı´acos sa˜o oscilato´rios e a respirac¸a˜o esta´ as-
sociada ao movimento perio´dico dos pulmo˜es. Ale´m disso, ha´ inu´meras aplicac¸o˜es tecnolo´gicas
envolvendo oscilac¸o˜es. Alguns exemplos sa˜o: motores, geradores, sistemas de controle, clocks
de computadores, antenas receptoras e transmissoras, todos dependem de oscilac¸o˜es para seu
funcionamento.
Quando um sistema fı´sico oscila existe a possibilidade de ocorreˆncia do fenoˆmeno da res-
sonaˆncia. Esse fenoˆmeno esta´ relacionado com a tendeˆncia do sistema oscilar com amplitudes
maiores em algumas frequ¨eˆncias do que em outras. Essas frequ¨eˆncias sa˜o conhecidas como
naturais ou frequ¨eˆncias ressonantes. Em sistemas fı´sicos mais simples, este fenoˆmeno acon-
tece quando a frequ¨eˆncia de excitac¸a˜o se aproxima da frequ¨eˆncia natural ω0 do sistema, que e´
o caso do oscilador harmoˆnico. Pore´m, ha´ sistemas fı´sicos que podem entrar em ressonaˆncia
com frequ¨eˆncias de excitac¸a˜o diferentes da frequ¨eˆncia natural ω0, um caso em que ocorre este
fenoˆmeno e´ na ressonaˆncia parame´trica.
2Provavelmente, o exemplo mais cotidiano de ressonaˆncia parame´trica seja o balanc¸o utili-
zado por crianc¸as. A maneira mais comum de se brincar num balanc¸o, sem ajuda de terceiros,
e´ fornecer-lhe um impulso inicial para que comece a oscilar com pequena amplitude, e au-
menta´-la paulatinamente com movimentos corporais que desloquem periodicamente o centro
de massa do sistema. Esses movimentos modificam ligeiramente o comprimento do balanc¸o e,
consequentemente, a frequ¨eˆncia natural do oscilador. No caso em que esse efeito e´ mais forte,
a modulac¸a˜o do comprimento do balanc¸o ocorre a cada ma´ximo de deslocamento do equilı´brio,
possuindo assim o dobro da frequ¨eˆncia natural do mesmo. Assim, uma perturbac¸a˜o perio´dica
de frequ¨eˆncia, em torno do dobro da frequ¨eˆncia natural do oscilador fornece energia a` oscilac¸a˜o
que ocorre em sua frequ¨eˆncia natural. Essa e´ a principal ressonaˆncia do oscilador parame´trico.
Ale´m desse caso, a ressonaˆncia parame´trica pode tambe´m ocorrer para frequ¨eˆncias de bombe-
amento em torno de nω02 , onde “n” e´ um nu´mero inteiro qualquer.
A excitac¸a˜o parame´trica e´ caracterizada por apresentar pelo menos um paraˆmetro variando
com o tempo. Quando a variac¸a˜o temporal deste paraˆmetro causa no sistema fı´sico movimento
oscilato´rio, chamamos esse efeito de oscilac¸a˜o parame´trica. Durante a excitac¸a˜o parame´trica
o estado de equilı´brio pode se tornar insta´vel devido a` variac¸a˜o perio´dica do paraˆmetro. Em
consequeˆncia disso, o sistema comec¸a a ter oscilac¸o˜es exponecialmente crescentes em torno
da posic¸a˜o de equilı´brio. Pore´m, essas oscilac¸o˜es na˜o aumentam indefinidamente nos sistemas
fı´sicos, porque quando as amplitudes e velocidades das oscilac¸o˜es atigem altos valores, efeitos
na˜o-lineares interrompem o crescimento das oscilac¸o˜es [1].
O estudo das oscilac¸o˜es parame´tricas iniciou-se com Michael Faraday. Em 1831, ele ob-
servou a superfı´cie de um lı´quido contido no interior de um cilindro que oscilava verticalmente,
e verificou que ela apresentava uma vibrac¸a˜o completa para cada duas vibrac¸o˜es completas do
cilindro [2]. Posteriormente, em 1859, F. Melde [3] esticou um fio entre um suporte rı´gido
e a extremidade de um diapasa˜o e notou que, apesar da forc¸a de excitac¸a˜o ser longitudinal,
a corda poderia vibrar transversalmente com a metade da frequ¨eˆncia de vibrac¸a˜o do diapasa˜o.
Lord Rayleigh [4, 5] explicou matematicamente os fenoˆmenos observados por Faraday e Melde,
3baseado nos trabalhos de Mathieu e Hill [6].
A amplificac¸a˜o parame´trica tem sido utilizada para amplificar sinais de pequena ampli-
tude e com largura de banda estreita em sistemas eletroˆnicos, especialmente no espectro de
frequ¨eˆncias de ra´dio e microondas. Fato este que justifica estudar o amplificador parame´trico.
Na amplificac¸a˜o parame´trica o ganho ocorre porque a energia do bombeamento e´ transferida
para a resposta do amplificador parame´trico (AP) devido a` variac¸a˜o perio´dica de um paraˆmentro
de sintonia do circuito (usualmente um capacitor). Essa modulac¸a˜o existe porque o sinal de
tensa˜o proveniente do capacitor e´ multiplicado pelo sinal de bombeamento ac interno do AP
no componente multiplicador. Em seguida, o sinal de saı´da do multiplicador e´ reinjetado no
circuito RLC do AP.
Amplificadores parame´tricos foram utilizados comercialmente pela primeira vez entre 1913-
1915 para radiotelefonia entre Berlim a Viena [7, 8]. Embora o interesse em amplificadores
parame´tricos tenha diminuido a partir de 1916 com a invenc¸a˜o de moduladores de va´cuo, ele
retornou em 1954 com a invenc¸a˜o de diodos de silı´cio dura´veis e de baixo custo que apresen-
tavam capacitaˆncia varia´vel. A partir de enta˜o foi desencadeada uma grande sequ¨eˆncia de pes-
quisas voltadas para aplicac¸o˜es em microondas. Isso se deveu ao fato de que os amplificadores
parame´tricos com esse componente apresentavam banda de amplificac¸a˜o estreita, baixo ruı´do e
alto ganho [8]. Nessa linha de pesquisa, em 1960, P. Bura [9] apresentou estudos teo´ricos do AP,
chegando a uma expressa˜o para o ganho do amplificador parame´trico degenerado que e´ muito
semelhante a` desenvolvida em nosso trabalho. Conclui que quanto maior o fator de qualidade
mais seletivo e maior sera´ o ganho do AP em relac¸a˜o ao sinal de entrada. Outro desenvolvimento
da e´poca que estimulou o desenvolvimento de APs na regia˜o de microondas foi a descoberta
de que materiais de ferrita tinham propriedades moduladoras (reataˆncia varia´vel) na faixa de
microondas [8]. Ainda na de´cada de 50, Paul [10] desenvolveu espectroˆmetros de massa fei-
tos em tubos de va´cuo com guias de ı´ons de quadrupolo operados em radio frequeˆncia. Para
estabilizac¸a˜o de feixes de ı´ons foram utilizadas duas equac¸o˜es de Mathieu, assim foi psossı´vel
controlar o movimento dos ı´ons de forma que alguns tipos de iso´topos atravessassem o campo
4de quadrupolo com amplitudes de oscilac¸o˜es limitadas sem colidir com nenhum eletrodo, en-
quanto ı´ons de outros iso´topos eram eliminados pela instabilidade parame´trica.
No entanto, a partir do inı´cio da de´cada de 60 o interesse pelo AP cla´ssico diminuiu com
o advento do laser. Desde enta˜o, a maior parte das pesquisas em amplificac¸a˜o parame´trica teˆm
sido voltada para o domı´nio quaˆntico.
Posteriormente, no inı´cio da de´cada de 1990, o interesse pela amplificac¸a˜o parame´trica
cla´ssica voltou com o surgimento de dispositivos microeletromecaˆnicos , tambe´m conhecidos
como MEMS da sigla em ingleˆs, criados com te´cnicas de fabricac¸a˜o de circuitos integrados
de silı´cio. Com esse tipo de dispositivo Rugar et al. [11] abordam em seu artigo estudos
relativos a` detecc¸a˜o de pequenas forc¸as (ondas gravitacionais) via amplificac¸a˜o parame´trica e
ao ruı´do termomecaˆnico nas vibrac¸o˜es dos MEMS. O sistema utilizado experimentalmente foi o
de um amplificador parame´trico mecaˆnico degenerado com bombeamento eletroˆnico, onde sa˜o
apresentados dados experimentais do ganho em func¸a˜o da amplitude da tensa˜o de bombeamento
e da dependeˆcia do ganho em relac¸a˜o a` fase do sinal a ser amplificado. Esse artigo nos motivou
a desenvolver a implementac¸a˜o eletroˆnica de um amplificador parame´trico degenerado pro´ximo
da primeira zona de instabilidade parame´trica.
Mais recentemente, Berthet et al. [12] apresenta estudos da implementac¸a˜o eletroˆnica do
oscilador parame´trico na˜o linear. Ele obteve a curva de transic¸a˜o da primeira zona de insta-
bilidade experimental, mas seu interesse estava na regia˜o na˜o-linear com bombeamento acima
da curva de transic¸a˜o. O sistema utilizado no artigo e´ baseado num circuito RLC em se´rie,
em que o paraˆmetro varia´vel e´ a capacitaˆncia. O componente utilizado para fornecer essa
variac¸a˜o foi o diodo varicap, que apresenta efeitos na˜o lineares. Em nosso sistema na˜o uti-
lizamos o varicap, mas sim um capacitor de valor de capacitaˆncia constante. Para obtermos
uma modulac¸ao na capacitaˆncia empregamos um multiplicador. Ao contra´rio de Berthet, nosso
interesse e´ na implementac¸a˜o eletroˆnica do amplificac¸a˜o parame´trica, na regia˜o esta´vel do os-
cilador parame´trico.
Outro estudo das oscilac¸o˜es parame´tricas e´ apresentado no artigo de Rulli et al. [13], em
5regime de pequenas oscilac¸o˜es, que enfoca simulac¸o˜es nume´ricas das equac¸o˜es de movimento
do peˆndulo de comprimento varia´vel e do peˆndulo com ponto de sustentac¸a˜o varia´vel vertical-
mente para verificac¸a˜o da instabilidade. Sa˜o abordados estudos teo´ricos nos artigos de Batista
et al. [14, 15] referentes ao oscilador parame´trico e ao amplificador parame´trico na presenc¸a de
ruı´do te´rmico, utilizando a func¸a˜o de Green e o me´todo pertubativo da me´dia para determinac¸a˜o
da instabilidade do oscilador parame´trico, do ganho do amplificador parame´trico e da raza˜o si-
nal/ruı´do do sistema. Em nossas pesquisas na˜o utilizamos a func¸a˜o de Green e nem o me´todo da
me´dia, pois o nosso interesse e´ apenas investigar o estado estaciona´rio. Por isso determinamos
a instabilidade do oscilador parame´trico e o ganho do amplificador pelo me´todo do balanc¸o
harmoˆnico. Esse me´todo e´ mais simples que o me´todo da me´dia e apresenta os mesmos re-
sultados em relac¸a˜o a` resposta estaciona´ria do sistema. Outro artigo de Batista [16] aborda
estudos sobre a resposta biesta´vel de osciladores de Duffing e mostra maneiras de controlar
a comutac¸a˜o entre os ramos esta´veis da resposta na˜o-linear. Mostra tambe´m como efeitos de
memo´ria na dissipac¸a˜o alteram a dinaˆmica de osciladores de Duffing tanto de forma qualitativa
e quanto quantitativa.
A a´rea de pesquisa deste trabalho de dissertac¸a˜o de mestrado e´ a fı´sica experimental na˜o-
linear, em que implementamos equac¸o˜es diferenciais em circuitos eletroˆnicos de forma que eles
reproduzam o mesmo comportamento do sistema dinaˆmico original. Mais especificamente,
nos dedicamos a` implementac¸a˜o do oscilador parame´trico e do amplificador parame´trico em
circuitos eletroˆnicos analo´gicos com o objetivo de observarmos os fenoˆmenos de ressonaˆncia
parame´trica e de amplificac¸a˜o parame´trica. Propusemos e realizamos experimentos que medi-
ram a linha de transic¸a˜o para a 1a zona de instabilidade do sistema e o ganho do amplificador
parame´trico. Os resultados obtidos esta˜o de acordo com os resultados de simulac¸o˜es eletroˆnicas
SPICE e de acordo com as previso˜es teo´ricas.
Este trabalho esta´ organizado da seguinte forma:
Capı´tulo 2: Realizamos uma breve revisa˜o de eletroˆnica analo´gica. Iniciamos pela ana´lise
do principal componente eletroˆnico utilizado em eletroˆnica analo´gica, o amplificador opera-
6cional. Em seguida analisamos alguns circuitos eletroˆnicos ba´sicos tais como: amplificador
inversor, amplificador na˜o-inversor, seguidor de tensa˜o, somador, subtrator, integrador, integra-
dor de Miller e o diferenciador. Abordamos aqui tambe´m o indutor eletroˆnico de Antoniou, o
defasador e o multiplicador AD633JN.
Capı´tulo 3: Realizamos uma revisa˜o do circuito RLC. Utilizamos um circuito RLC
em se´rie e descrevemos o comportamento dinaˆmico do oscilador, enfatizamos a grande im-
portaˆncia do fator de qualidade Q em circuitos ressonantes. Tambe´m implementamos um cir-
cuito eletroˆnico do oscilador harmoˆnico forc¸ado e amortecido com indutor eletroˆnico de Anto-
niou. Obtemos a curva de ressonaˆncia experimental com excelente ajuste com a teoria.
Capı´tulo 4: Implementamos o circuito do oscilador parame´trico amortecido. Determi-
namos a curva teo´rica da primeira zona de instabilidade do oscilador parame´trico atrave´s do
me´todo do balanc¸o harmoˆnico. Relatamos o procedimento experimental e encontramos a curva
de transic¸a˜o da primeira zona de instabilidade experimental. Apresentamos os resultados do
experimento e a conclusa˜o.
Capı´tulo 5: Apresentamos estudos sobre a amplificac¸a˜o parame´trica e em seguida imple-
mentamos um circuito eletroˆnico, com um AP descrevemos seu funcionamento e ana´lise do
circuito. Novamente usamos o me´todo do balanc¸o harmoˆnico para determinarmos o ganho do
amplificador parame´trico. Apresentamos gra´ficos do desempenho do amplificador em func¸a˜o
da fase entre o sinal externo e o bombeamento. Apresentamos o procedimento experimental em
que medimos o ganho em func¸a˜o da amplitude de bombeamento e em func¸a˜o da fase do sinal
externo.
Capı´tulo 6: Apresentamos nossas concluso˜es e discutimos perspectivas de desenvolvi-
mentos futuros.
72 Ana´lise de componentes e circuitos
eletroˆnicos analo´gicos utilizados
A implementac¸a˜o eletroˆnica de sistemas de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias consiste em
projetar um circuito eletroˆnico que represente o comportamento dinaˆmico de um sistema fı´sico,
biolo´gico ou matema´tico. Para este fim e´ utilizado amplificadores operacionais (amp-ops),
como principal componente eletroˆnico, este dispositivo permite realizar operac¸o˜es matema´ticas
fundamentais tais como: soma, multiplicac¸a˜o por uma constante, integrac¸a˜o e diferenciac¸a˜o.
Embora na˜o reproduzindo todo o comportamento dinaˆmico do sistema fı´sico, o circuito
eletroˆnico permite analisar va´rias situac¸o˜es do comportamento dinaˆmico do sistema e equiva-
lente que se quer analisar.
O projeto de implementac¸a˜o eletroˆnica de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias requer alguns
cuidados no que se refere a`s limitac¸o˜es dos componentes, fonte de alimentac¸a˜o (e dos instru-
mentos de medic¸a˜o), para uma reproduc¸a˜o correta do sistema dinaˆmico original. Estes aspectos
esta˜o particulamente relacionados aos limites de frequeˆncia e amplitude dos sinais ele´tricos per-
mitidos pelos dispositivos do circuito eletroˆnico. Se um sinal ele´trico passar do limite de tensa˜o
da fonte de alimentac¸a˜o, possivelmente havera´ uma saturac¸a˜o no componente ativo (amp-op)
ocasionando uma na˜o linearidade indeseja´vel na reproduc¸a˜o do sistema original. Outro pro-
blema e´ a existeˆncia de ruı´dos que podem interferir nos sinais de pequenas amplitudes. Por
isso, o circuito eletroˆnico deve apresentar o mı´nimo possı´vel de componentes, pois circuitos
complexos e grandes aumentam a probabilidade do surgimento de mais erros, o que torna a
implementac¸a˜o de projetos mais difı´cil na construc¸a˜o, confecc¸a˜o, montagem e implementac¸a˜o
8[17].
O eˆxito do circuito correspondente a qualquer sistema dinaˆmico depende da obtenc¸a˜o de
uma condic¸a˜o de funcionamento em que se possa detectar os sinais ele´tricos gerados pelo cir-
cuito com um instrumento apropriado de medic¸a˜o, (um oscilosco´pio por exemplo), pore´m pre-
servando as limitac¸o˜es anteriormente mencionadas de amplitude e frequeˆncia. Outra limitac¸a˜o
e´ o dimensionamento do circuito de forma que os sinais ele´tricos estejam dentro de uma faixa
aceita´vel pelo instrumento de medic¸a˜o. Essa condic¸a˜o e´ conhecida como meia escala. Em al-
guns casos se faz necessa´rio modificar o modelo original adequando os sinais ele´tricos gerados
no circuito eletroˆnico a limites aceita´veis pelos instrumentos de medic¸a˜o, aplicando fatores de
escala e tempo, objetivando diminuir variac¸o˜es dos sinais no circuito implementado.
Neste capı´tulo faremos uma breve revisa˜o do Amplificador Operacional e analisaremos
suas aplicac¸o˜es tais como: amplificador inversor, somador, subtrator, integrador, integrador de
Miller, diferenciador, defasador de fase. Em viturde da substituic¸a˜o de indutor convencional
por um indutor eletroˆnico no circuito do oscilador parame´trico, tambe´m faremos a ana´lise do
circuito do indutor eletroˆnico de Antoniou.
2.1 Amplificador operacional
O amplificador operacional e´ um amplificador de multiesta´gios com entrada diferencial, cu-
jas caracterı´sticas se aproximam de um amplificador ideal. O sı´mbolo que representa o amplifi-
cador operacional e´ um triaˆngulo em que um dos ve´rtices e´ a entrada que aponta para o sentido
de saı´da do sinal e no lado oposto e´ colocado dois terminais de entradas diferenciais. Os ter-
minais de entrada sa˜o marcadas com sinais (+) e (−) caracterizando positiva (na˜o-inversora) e
negativa (inversora). A Fig. (2.1) apresenta a forma ba´sica do amplificador operacional, onde E1
e´ a entrada na˜o inversora e E2 entrada inversora, A saı´da de sinal representada por Es. A tensa˜o
de alimentac¸a˜o +V positiva e a tensa˜o de alimentac¸a˜o negativa−V sa˜o entradas de alimentac¸a˜o
do dispositivo.
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Figura 2.1: Sı´mbolo ba´sico do amplificador operacional
O amplificador operacional apresenta caracterı´sticas de um amplificador de tensa˜o ideal,
ou seja, ganho elevadı´ssimo, alta impedaˆncia de entrada e baixa impedaˆncia de saı´da, carac-
terı´sticas importantes para o acoplamento direto entre circuitos sem a necessidade de inserir
outros dispositivos eletroˆnicos. O controle da resposta do amplificador, ou seja, o controle do
ganho, pode ser realizado por uma malha externa de realimentac¸a˜o, que pode ser positiva ou
negativa. Em realimentac¸a˜o positiva o amplificador operacional e´ mais aplicado em circuitos
osciladores e na configurac¸a˜o em realimentac¸a˜o negativa as aplicac¸o˜es sa˜o referentes a filtros
ativos e ao amplificador inversor. Alguns exemplos de componentes: LM741 (ba´sico); T L082
(entrada JFET); T L084 (entrada JFET), LMC660 (baixa poteˆncia-CMOS); LT 1220/1221 (res-
posta ra´pida); LM675 (me´dia poteˆncia); LM12 (alta poteˆncia), encontrados normalmente en-
capsulados na forma de um circuito integrado contendo uma, duas ou quatro unidades em uma
pastilha de silı´cio. Ver Figs. (2.2a, 2.2b, 2.2c), embora possa ser construı´do utilizando-se apenas
componentes discretos tais como: resistores, diodos e transistores.
(a) Chip conte´m uma unidade. (b) Chip conte´m duas unidades. (c) Chip conte´m quatro unidades.
Figura 2.2: Chips que conte´m uma unidade (a), duas unidades (b) e quatro unidades de aplifi-
cadores operacionais (c).
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O modelo do amplificador operacional ideal pode ser resumido da seguinte maneira: O
amplificador operacional e´ uma fonte de tensa˜o controlada, descrita pela relac¸a˜o de entrada e
saı´da, Es =G(E1−E2) e “G” o ganho do amplificador operacional. A impedaˆncia dos terminais
de entrada e´ infinitivamente grande e impedaˆncia de saı´da e´ nula.
Como na˜o ha´ uma norma que especifique a numerac¸a˜o dos terminais dos amplificadores
operacionais nos circuitos integrados, o manual do fabricante do componente deve ser consul-
tado para correta utilizac¸a˜o do dispositivo.
2.1.1 Curto virtual
Quando um amplificador operacional com ganho “G” muito elevado esta´ operando na
regia˜o linear, o valor da tensa˜o vd = E1−E2 e´ muito pequeno, muito menor do que o valor
das tenso˜es revelantes dentro do circuito. Assim pode-se equacionar o circuito considerando
vd = 0. Este “curto-circuito aparente” entre a entrada inversora e a entrada na˜o-inversora e´
chamado de curto virtual [18].
2.1.2 Multiplicador AD633JN
O multiplicador de sinais analo´gicos utilizados em nossos circuitos e´ o componente AD633JN
fabricado pela Analog Device. Ele apresenta alta impedaˆncia em suas entradas diferenciais X
e Y, baixa impedaˆncia de saı´da e sua alimentac¸a˜o e´ de mesmo valor da alimentac¸a˜o dos ampli-
ficadores operacionais utilizados neste trabalho. O diagrama desse componente e´ mostrado na
Fig. (2.3).
Sua func¸a˜o de transfereˆncia e´ dada pela fo´rmula
W =
(X1−X2)(Y1−Y2)
10V
+Z. (2.1.1)
Para maiores informac¸o˜es sobre esse componente o manual do fabricante deve ser consul-
tado.
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Figura 2.3: Circuito integrado AD633.
2.2 Circuitos analo´gicos com amplificadores operacionais
Circuitos analo´gicos sa˜o circuitos ele´tricos que operam com sinais analo´gicos, que sa˜o si-
nais que podem assumir valores contı´nuos dentro de determinados intervalos, ao contra´rio dos
circuitos digitais que trabalham com sinais discretos bina´rios (que sa˜o 0 e 1). O componente
analo´gico utilizado neste trabalho e´ o amplificador operacional. Ele permite que a maioria
das operac¸o˜es matema´ticas necessa´rias para modelar equac¸o˜es diferenciais seja efetuada de
uma forma muito conveniente e econoˆmica. A utilizac¸a˜o detalhada de amplificadores opera-
cionais e outros circuitos integrados (CIs) sera´ encontrado no livro “Microlectronic Circuits”
de Sedra/Smith. Aqui resumimos muito brevemente as configurac¸o˜es simples de circuitos que
parecem serem mais frequ¨entemente utilizados em operac¸o˜es de modelagem [19].
2.2.1 Amplificador inversor
Um amplificador inversor inverte a polaridade do sinal de entrada enquanto o amplifica, na
Fig. (2.4) temos o diagrama esquema´tico que representa o amplificador inversor. Neste circuito,
a entrada na˜o-inversora e´ aterrada, Vi(t) e´ conectado a` entrada inversora atrave´s de R1 e o resistor
de realimentac¸a˜o R2 e´ conectado entre a entrada inversora e a saı´da.
Fazendo o equacionamento do circuito sem o uso do terra virtual, aplicando a lei de Kir-
12
−
+
R1
R2
I1
I2
+
-
Vi (t) Vo (t)
+
-
Figura 2.4: Amplificador inversor
chhoff das tenso˜es na malha externa,
−Vi+R1I1+R2I2+V0 = 0, (2.2.2)
em virtude da alta impedaˆncia nas entradas do amplificador operacional I1=I2, enta˜o
I1 =
Vi−V0
R1+R2
, (2.2.3)
da equac¸a˜o do amplificador operacional
V0 = Gvd = G(−Vi+R1I1), (2.2.4)
obtemos substituindo (2.2.3) em (2.2.4)
V0 = G[−Vi+R1 (Vi−V0)R1+R2 , (2.2.5)
V0 =−Vi GR2R1+R2 −V0
GR1
R1+R2
, (2.2.6)
V0 =−Vi R2
(R1+R2G )+R1
, (2.2.7)
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para o caso ideal quando o ganho e´ muito elevado, ou seja, se aproxima do infinito obtemos
lim
G→+∞
V0 =−V1 R2R1 , (2.2.8)
enta˜o a func¸a˜o de transfereˆncia desse circuito e´ da forma:
V0
Vi
=−R2
R1
. (2.2.9)
Observe que o ganho e´ igual a` resisteˆncia de realimentac¸a˜o dividido pela resisteˆncia de
entrada, o que significa que o ganho depende apenas dos elementos conectados ao amplificador
operacional [20].
2.2.2 Amplificador na˜o-inversor
O circuito ba´sico de um amplificador na˜o-inversor e´ mostrado na Fig. (2.5), onde o sinal de
entrada e´ aplicado a entrada na˜o-inversora do amplificador operacional. Isso produz uma saı´da
Vs(t) que esta´ em fase com o sinal de entrada. A realimentac¸a˜o negativa e´ obtida ao realimentar
o terminal inversor, com uma frac¸a˜o do sinal Vs(t) que aparece atrave´s de R1, no divisor de
tensa˜o formado por R1 e R2 por meio de Vs(t) [21].
−
+
Vi (t) Vs (t)
R1
R2
I1
I2
Figura 2.5: Amplificador na˜o-inversor
Equacionando o circuito com o uso do terra virtual, temos a tensa˜o na entrada inversora da
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forma:
V (−) = R1( VsR1+R2 ), (2.2.10)
pela propriedade do terra virtual, V (−)∼=V (+)=Vi, enta˜o
Vi =Vs(
R1
R1+R2
), (2.2.11)
func¸a˜o de transfereˆncia do circuito,
Vs
Vi
= (1+
R2
R1
). (2.2.12)
Da mesma forma que o amplificador inversor, o ganho do amplificador na˜o-inversor depende
apenas dos valores de R1 e R2.
2.2.3 Seguidor de tensa˜o
O seguidor de tensa˜o e´ um caso especial do circuito do amplificador na˜o-inversor em que
se obteˆm 100% de realimentac¸a˜o negativa conectando-se a saı´da diretamente no terminal como
mostra a Fig. (2.6). Assim, R2 e´ zero e R1 e´ infinito.
−
+
Vi (t)
Vs (t)
Figura 2.6: Seguidor de tensa˜o
O circuito apresenta uma elevada impedaˆncia de entrada e uma impedaˆncia de saı´da baixa.
Tambe´m conhecido na literatura eletroˆnica por “buffer” [22], gerando amplificac¸a˜o de corrente
para casar uma fonte de alta impedaˆncia a uma carga de baixa impedaˆncia. Note que pela func¸a˜o
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V1
V2
V3
Vn
Vs
i1
i2
i3
in
R1
R2
Rn
a
RfR3
−
+
Figura 2.7: Circuito somador com va´rias entradas
de transfereˆncia do amplificador na˜o-inversor o seguidor de tensa˜o tem ganho unita´rio.
2.2.4 Somador
O circuito somador implementado com amplificador operacional e´ mostrado na Fig. (2.7)
. A tensa˜o de saı´da deste circuito e´ a soma alge´brica das tenso˜es aplicadas a`s entradas, multi-
plicada pelo ganho relativo a cada entrada que e´ dado pela relac¸a˜o entre R f e R1, R f e R2, R f e
R3,. . ., R f e Rn.
A equac¸a˜o do sinal de saı´da do deste circuito e´ da forma
Vs =−R f (V1R1 +
V2
R2
+
V3
R3
. . .+
Vn
Rn
), (2.2.13)
note que o sinal de saı´da e´ invertido.
Um amplificador operacional na˜o e´ usado em configurac¸a˜o de malha aberta, ao contra´rio,
normalmente ele e´ usado como componente amplificador de um circuito de realimentac¸a˜o, no
qual a realimentac¸a˜o controla a func¸a˜o de transfereˆncia de malha fechada do circuito [23]. O
circuito somador pode ser modelado usando-se o modelo ideal do amplificador operacional.
O modelo mostrado na Fig. (2.8) e´ referente ao circuito amplificador somador. Os terminais
V− e V+ apresentam curto virtual. Como V+ esta´ ligado ao terra, V− tambe´m tem potencial
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aproximadamente 0V .
V1
V2
V3
Vn
V
-
V+
Vs
i1
i2
i3
in
isR1
R2
Rn
a Rf
R3
Figura 2.8: Somador com o modelo ideal do amplificador operacional
As correntes dos resistores da entrada inversora pode ser determinada pela lei de Ohm
i1 =
V1
R1
,
i2 =
V2
R2
,
i3 =
V3
R3
,
...
in =
Vn
Rn
. (2.2.14)
A tensa˜o sobre o resistor R f e´ Vs, a corrente neste resistor
is =
Vs
R f
. (2.2.15)
No no´ “a” na Fig. (2.8), existem as correntes is, i1, i2, i3,. . . in, os terminais V− e V+ esta˜o no
mesmo potencial, pela condic¸a˜o do terra virtual, mas na˜o esta˜o conectados, enta˜o a corrente
entre V− e V+ e´ zero. Usando a Lei de Kirchhoff para as correntes no no´ “a”
is+ i1+ i2+ i3+ . . .+ in = 0, (2.2.16)
17
substituindo os valores das correntes
Vs
R f
+
V1
R1
+
V2
R2
+
V3
R3
+ . . .+
Vn
Rn
= 0, (2.2.17)
Vs =−R f (V1R1 +
V2
R2
+
V3
R3
. . .+
Vn
Rn
). (2.2.18)
2.2.5 Subtrator
Um circuito amplificador diferencial usando amplificador operacional e´ mostrar como na
Fig. (2.9) em que a diferenc¸a de dois sinais V1 e V2 e´ amplificado. Este circuito e´ tambe´m
conhecida como subtrator uma vez que subtrai os sinais de entrada aplicado na entrada inversora
e na˜o inversora sendo ajustado para o amplificador ter ganho unita´rio [24].
−
+
R1
R1
R2
R2
V1
V2
Vs
Figura 2.9: Circuito subtrator com duas entradas
A constante de proporcionalidade que multiplica a diferenc¸a entre os dois sinais de entrada
e´ a raza˜o entre R2R1 . A equac¸a˜o que este circuito simula e´
Vs =
R2
R1
(V2−V1). (2.2.19)
Atrave´s de ra´pida ana´lise do circuito da Fig. (2.10), usando o modelo do amplificador ope-
racional ideal, onde a diferenc¸a de potencial entre as duas entradas e´ aproximadamente zero
(Vd ≈ 0). Por apresentar alta impedaˆncia de entrada na˜o ha´ circulac¸a˜o de correntes nas entradas
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do amplificador operacional, logo a corrente que passa em Z1 e´ a mesma que passa em Z2, como
o dispositivo e´ linear pode-se aplicar o teorema da superposic¸a˜o,enta˜o Vout sera´ dado por:
−
+
Vout
Z2
Z2
V1
V2
V
-
V+
Z1
Z1
Figura 2.10: Circuito subtrator com amplificador opereacional.
Fazendo V2 = 0 e aplicando o teorema da superposic¸a˜o, circuito da Fig. (2.11).
−
+
Vout
Z2
Z2
V1
V2
V
-
V+
Z1
Z1 (-)
I1
I2
Figura 2.11: Circuito subtrator com entrada V2 = 0.
I1 =
V1−Vd
R1
, (2.2.20)
I2 =
Vd−Vout(−)
Z2
, (2.2.21)
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mas, I1 = I2 e Vd =V+−V−,
−Vout(−)
Z2
=
V1
Z1
. (2.2.22)
Enta˜o:
Vout(−) =−V1(
Z2
Z1
). (2.2.23)
Agora com V1 = 0, (Teorema da superposic¸a˜o), contribuic¸a˜o do sinal V2 de entrada no sinal
de saı´da Vout , circuito da figura (2.12).
−
+
Vout
Z2
Z2
V1
V2
V
-
V+
Z1
Z1 (+)
Figura 2.12: Circuito subtrator com entrada V1 = 0.
V+ = Z2
V2
(Z1+Z2)
, (2.2.24)
V− = Z1
Vout(+)
(Z1+Z2)
, (2.2.25)
Vd =V+−V−, (2.2.26)
V+ =V−, (2.2.27)
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Z2
V2
(Z1+Z2)
= Z1
Vout(+)
(Z1+Z2)
, (2.2.28)
Vout(+) =V2(
Z2
Z1
). (2.2.29)
O teorema da superposic¸a˜o garante que a tensa˜o de saı´da consiste na contribuic¸a˜o de cada
sinal de entrada, ou seja:
Vout =Vout(+)+Vout(−), (2.2.30)
finalmente,
Vout = (V2−V1)(Z2Z1 .) (2.2.31)
Caso as impedaˆncias Z1 e Z2 sejam resisteˆncias puras, a saı´da resulta na diferenc¸a das
tenso˜es de entrada e o circuito funciona como um subtrator. Onde Z1 = R1, Z2 = R2 e Vout =V s
Vs =
R2
R1
(V2−V1). (2.2.32)
2.2.6 Integrador
O circuito do amplificador integrador e´ basicamente o amplificador inversor com realimentac¸a˜o
feita por um capacitor, em que a saı´da e´ a integral do sinal de entrada. O circuito funciona como
um integrador, a Fig. (2.13) mostra um circuito integrador usando operacional [24].
O integrador na˜o e´ mais do que um amplificador inversor no qual o resistor de realimentac¸a˜o
e´ trocado por um capacitor. A Fig. (2.14) mostra a configurac¸a˜o do integrador com o modelo
do amplificador ideal, sendo Ve a tensa˜o de entrada e Vs tensa˜o de saı´da.
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−
+
R
C
Ve
Vs
Figura 2.13: Circuito amplificador integrador cla´ssico
R CiR iCb
Ve Vs
V
-
V+
Figura 2.14: Amplificador integrador com o modelo do amplificador operacional ideal
Aplicando a Lei de Kirchhoff das correntes no no´ “b” da Fig. (2.14):
iR+ iC = 0. (2.2.33)
A corrente no capacitor:
iC =
dQ
dt
, (2.2.34)
iC =
dCVs
dt
, (2.2.35)
iC =C
dVs
dt
, (2.2.36)
Usando a Lei de Ohm a corrente no resistor:
iR =
Ve
R
. (2.2.37)
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Substituindo as correntes do resistor e capacitor na equac¸a˜o (2.2.33)
Ve
R
+C
dVs
dt
= 0, (2.2.38)
dVs
dt
=− Ve
RC
, (2.2.39)
dVs =− 1RCVedt, (2.2.40)
∫ t
t0
dVs(t) =− 1RC
∫ t
t0
Ve(t)dt, (2.2.41)
obtemos
Vs(t) =− 1RC
∫ t
t0
Ve(t)dt−Vs(t0), (2.2.42)
onde a tensa˜o Vs(t0) e´ a tensa˜o inicial do capacitor. Como pode ser verificado no desenvolvi-
mento acima vemos na equac¸a˜o (2.2.39) que este circuito simula uma equac¸a˜o diferencial.
A tensa˜o de saı´da e´ dada por
Vs =− 1RC
∫ t
t0
Ve(t)dt+V0(t0). (2.2.43)
Esse circuito tambe´m simula a equac¸a˜o diferencial:
dVs
dt
=
−Ve
RC
. (2.2.44)
2.2.7 Integrador de Miller (com perdas)
O integrador de Miller com perdas difere do integrador cla´ssico devido a inserc¸a˜o de um
resistor em paralelo com o capacitor no circuito. Essa configurac¸a˜o reduz o ganho de corrente
contı´nua e diminui a possibilidade da saturac¸a˜o do amplificador operacional [25]. A Fig. (2.15)
mostra o amplificador de Miller com perdas.
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−
+
C
Ve
Vs
R1
R2
Figura 2.15: Circuito do integrador de Miller com perdas
Este circuito simula a equac¸a˜o diferencial
dVs
dt
=− Ve
R1C
− Vs
R2C
. (2.2.45)
A configurac¸a˜o muito utilizada em simulac¸o˜es analo´gicas de equac¸o˜es diferenciais e´ o in-
tegrador inversor de Miller sem perdas e com perdas, apresentam boa respostas so˜a de fa´cil
implemtac¸a˜o. As figuras (2.14) e (2.16) apresentam os modelos equivalentes de um integrador
de Miller sem perdas e um integrador de Miller com perdas.
C
Ve Vs
R1
R2
iCiR1
iR2
V
-
V+
d
Figura 2.16: Circuito equivalente do integrador de Miller com perdas
Aplicando a 1a lei de Kirchhoff no circuito da Fig. (2.16), obte´m-se:
i1+ i2+ iC = 0. (2.2.46)
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As correntes i1 e i2 sa˜o determinadas pela lei de Ohm,
i1 =
Ve
R1
, (2.2.47)
i2 =
Vs
R
. (2.2.48)
A corrente no capacitor e´ da forma:
ic = dQcdt , mas Qc =CVs.
Enta˜o,
ic =
CdVs
dt
. (2.2.49)
Substituindo na equac¸a˜o (2.2.46) as correntes, temos:
Ve
R1
+
Vs
R2
+
CdVs
dt
= 0. (2.2.50)
E finalmente chegamos a equac¸a˜o diferencial simulada pelo circuito integrador de Miller
com perdas.
dVs
dt
=− Ve
R1C
− Vs
R2C
. (2.2.51)
2.2.8 Diferenciador
Um circuito diferenciador e´ um circuito que executa a operac¸a˜o de diferenciac¸a˜o, isto e´,
a forma de onda de saı´da e´ a derivada da forma de onda do sinal de entrada [24]. O circuito
Fig. (2.17) representa o diferenciador com amplificador operacional.
Um simples circuito difenciador pode ser obtido a partir do amplificador integrador, tro-
cando a posic¸a˜o do resistor pelo capacitor [26]. A Fig. (2.18) mostra o modelo do diferenciador
com o modelo do amplificador operacional ideal.
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−
+
C
R
Ve
Vs
Figura 2.17: Circuito diferenciador com amplificador operacinal
RC iRiC
Ve Vs
V
-
V+
c
Figura 2.18: Modelo do circuito diferenciador com amplificador operacional
Usando no no´ “c” da Fig. (2.18)a Lei de Kirchhoff das correntes:
iC + iR = 0 (2.2.52)
Pela Lei de Ohm a corrente no resistor:
iR =
Vs
R
. (2.2.53)
A corrente no capacitor:
iC =C
dVe
dt
. (2.2.54)
Substituindo na equac¸a˜o (2.2.52)
C
dVe
dt
+
Vs
R
= 0, (2.2.55)
Vs(t) =− 1RC
dVe(t)
dt
. (2.2.56)
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2.2.9 Defasador
Um defasador e´ um circuito eletroˆnico que produz uma diferenc¸a de fase entre o sinal de
entrada e o sinal saı´da. O diagrama esquema´tico mostrado na Fig. (2.19) apresenta um circuito,
que pode ser deslocador de fase entre 0o a 180o, quando alimentado por um sinal de entrada
senoidal.
−
+
R
R1 a
b
Vi (t) Vs (t)
C
R2
Figura 2.19: Circuito deslocador de fase de 0o a 180o.
No domı´nio da frequ¨eˆncia (s = iω), temos a corrente no resistor R1 e no resistor R2
i1 =
Vi(s)−Vb(s)
R1
, (2.2.57)
i2 =
Vb(s)−Vs(s)
R2
, (2.2.58)
em nosso circuito R1=R2, como i1=i2, obtemos
Vb(s) =
Vi(s)−Vs(s)
2
. (2.2.59)
Para ana´lise de circuitos com amplificadores operacionais, devemos levar em conta na˜o so´ o
terra virtual, mas o fato de que a diferenc¸a de potencial entre as suas duas entradas e´ quase nula,
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ou seja, Vb(s)=Va(s). A corrente que passa no resisitor R e´ a mesma que passa no capacitor C.
Vi(s)−Vb(s)
R
=Vb(s)sC, (2.2.60)
Vb(s) =
Vi(s)
1+ sRC
, (2.2.61)
igualando as equac¸o˜es (2.2.59) e (2.2.61), encontramos a func¸a˜o de transfereˆncia do circuito,
Vs(s)
Vi(s)
=
1− sRC
1+ sRC
, (2.2.62)
H(iω) =
1− iωRC
1+ iωRC
, (2.2.63)
ganho do circuito
|H(iω)|= 1, (2.2.64)
aˆngulo φ de fase de deslocamento pra o circuito da Fig. (2.19) e´ da forma,
φ(iω) = arctan(
−ωRC
1
)− arctan(ωRC
1
), (2.2.65)
φ(iω) =−2arctan(ωRC). (2.2.66)
Observe que no regime permanente senoidal, o ganho do defasador e´ unita´rio, independente
da frequ¨eˆncia, ou seja, tem comportamento de um passa tudo, com deslocamento de fase.
2.2.10 Indutor Eletroˆnico
O gyrator e´ um circuito eletroˆnico que inverte impedaˆncia. Ele pode fazer com que um
circuito capacitivo comporte-se como um circuito indutivo. O gyrator foi invetado por volta
de 1948 por Bernard D. H. Tellegen do Laborato´rio de Pesquisa Philips, em Eindhoven na
Holanda, mas foi somente implementado com amplificadores operacionais em 1969 por A. An-
toniou. O indutor eletroˆnico usa dois operacionais, quatro resistores e um capacitor, mostrado
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na Fig. (2.20). Em func¸a˜o do seu tamanho o gyrator e´ montado sem complicac¸o˜es na superfı´cie
da placa de circuito impresso o que pode ser uma grande vantagem quando comparado com
indutores tipo bobina. Outras vantagens e´ que os componentes utilizados podem reduzir os
efeitos de temperatura e o valor da indutaˆncia pode ser ajustado facilmente [27].
−+
− +
I1 I2
I3
I4
I5
A1
A2
R1 R2
R3
R4
C
L
1
2 3
4 5
Figura 2.20: Circuito do indutor eletroˆnico. O circuito e´ composto por dois amplificadores
operacionais, A1 e A2, quatro resistores, R1 ate´ R4 e um capacitor C.
O circuito da Fig. (2.20) e´ um transformador de impedaˆncia, constituı´do por uma combinac¸a˜o
de dois amplificadores operacionais, quatro resistores e um capacitor. O amplificador operacio-
nal apresenta uma alta impedaˆncia em suas entradas, em func¸a˜o do terra virtual, temos
V1 =V3 =V5 (2.2.67)
Aplicando a lei de Ohm para calcular I5, obtemos
I5 =
V5
R4
=
V1
R4
=
V3
R4
. (2.2.68)
Em virtude das elevadas impedaˆncias de entradas nos operacionais as correntes das entradas
podem ser desprezadas,
I3 = I5. (2.2.69)
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Mas a corrente I5 tambe´m passa pelo capacitor C
I5 =
dQ
dt
=
d(CVc)
dt
=C
d(V4−V5)
dt
, (2.2.70)
I5 =C
d(V4−V5)
dt
. (2.2.71)
A tensa˜o ele´trica no resistor: R3,
V3−V4 =V4−V5 = I3R3, (2.2.72)
V5 =V4− I3R3. (2.2.73)
Substuindo (2.2.77) em (2.2.71),
I5 =−R3CdI3dt , (2.2.74)
mas
I5 =
V1
R4
, (2.2.75)
V1
R4
=−R3CdI3dt , (2.2.76)
V1 =−R3R4CdI3dt ., (2.2.77)
Observe que da´ equac¸a˜o (2.2.67) temos V1 =V3 logo:
R2I3 =−R1I1, (2.2.78)
I3 =−R1R2 I1. (2.2.79)
Agora substituindo a equac¸a˜o (2.2.79) na equac¸a˜o (2.2.77), teremos a relac¸a˜o entre a tensa˜o
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V1 e a corrente I1,
V1 =−R3R4Cd(−R1I1/R2)dt , (2.2.80)
V1 =
R1R3R4C
R2
dI1
dt
, (2.2.81)
V1 = L
dI1
dt
. (2.2.82)
Finalmente determinamos a expressa˜o para o indutaˆncia equivalente do circuito do indutor
eletroˆnico
L =
R1R3R4C
R2
. (2.2.83)
Neste capı´tulo apresentamos os principais circuitos com amplificadores operacionais utili-
zados na implementac¸a˜o eletroˆnica de equac¸o˜es diferenciais e o circuito do indutor eletroˆnico
que foi de fundamental importaˆncia para o funcionamento do oscilador parame´trico.
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3 Circuito RLC em se´rie
Neste capı´tulo discutimos sobre duas implementac¸o˜es de circuitos para o circuito
RLC se´rie forc¸ado e amortecido. Na sec¸a˜o (3.1) analisamos o circuito RLC em se´rie, na sec¸a˜o
(3.2) fazemos simulac¸o˜es das duas verso˜es de implementac¸o˜es do circuito RLC em se´rie forc¸ado
e amortecido: com indutor convencional e com indutor eletroˆnico. Na sec¸a˜o (3.3) apresentamos
o procedimento experimental e os resultados obtidos no experimento. Na sec¸a˜o (3.4) escreve-
mos as concluso˜es.
3.1 Circuito RLC
Nesta sec¸a˜o abordaremos uma ra´pida ana´lise do circuito RLC em se´rie dando eˆnfase a`
importaˆncia do fator de qualidade do circuito. Um circuito RLC, e´ um circuito ele´trico com-
posto de um resisitor (R), um indutor (L) e um capacitor (C), conectados em se´rie ou paralelo.
Tambe´m chamado de circuito de segunda ordem visto que qualquer tensa˜o ou corrente nele
pode ser descrita por uma equac¸a˜o diferencial de segunda ordem. O circuito RLC em se´rie e´
apresentado na Fig. (3.1) excitado por um sinal senoidal.
A equac¸a˜o do circuito RLC se´rie excitado por um sinal senoidal e´ da forma
L
dI
dt
+RI+Vc =Vg cos(ωt),
dVc
dt
=
I
C
,
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Vc
C
R
L
Vg cos(wt)
Figura 3.1: Circuito RLC se´rie excitado por um sinal senoidal.
onde Vc que e´ a tensa˜o no capacitor, substituinindo a corrente obtemos
d2Vc
dt2
+
R
L
dVc
dt
+
Vc
LC
=
Vg
LC
cos(ωt). (3.1.1)
A Fig. (3.1) apresenta um circuito RLC em se´rie, admitindo que a fonte de tensa˜o seja senoidal,
ou seja VG =Vg cos(ωt),
Reescalando a equac¸a˜o do circuito do RLC se´rie, sendo ω20 =
1
LC a frequ¨eˆncia natural do
circuito, o coeficiente de dissipac¸a˜o γ = RL , Ag =
Vg
LC e Vg e´ a amplitude do sinal do gerador
senoidal. Substituindo a varia´vel Vc por X, obtemos a equac¸a˜o
X¨ + γX˙ +ω20 X = Ag cos(ωt), (3.1.2)
Fazendo uma mudanc¸a de varia´vel, ou seja, τ = ω0t e x(t) = X(τ), obtemos a equac¸a˜o
d2
dτ2
X +Q−1
d
dτ
X +X = Ag cos(ντ), (3.1.3)
onde ν = ω/ω0, Q = ω0γ =
1
R
√
L
C e´ o fator de qualidade [28].
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A soluc¸a˜o desta equac¸a˜o e´ obtida da teoria das equac¸o˜es diferenciais, e´ constituida pela
soma de duas func¸o˜es: a primeira decai exponencialmente com o tempo, existindo apenas no
inı´cio do movimento, chamada soluc¸a˜o transiente. A segunda func¸a˜o permanece durante todo
movimento. Estamos interessados aqui no regime permanente e discutiremos apenas a soluc¸a˜o
esta´ciona´ria.
Tentaremos uma soluc¸a˜o estaciona´ria da equac¸a˜o (3.1.3) do tipo
X(τ) = Re(A0eiντ) (3.1.4)
onde A0 ∈ C. Obtemos, apo´s substituic¸a˜o da Eq. (3.1.4) na Eq. (3.1.3)
A0 =
Ag
1−ν2+ iν/Q =| A0 | e
iφ , (3.1.5)
| A0 |= Ag√
(1−ν2)2+ν2/Q2 . (3.1.6)
Portanto, a relac¸a˜o entre a tensa˜o no capacitor e o sinal aplicado e´ dada por
| A0 |
Ag
=
1√
(1−ν2)2+ν2/Q2 , (3.1.7)
φ e´ o aˆngulo de deslocamento de fase em relac¸a˜o ao sinal senoidal externo aplicado ao
circuito.
φ =−arctan( ν/Q
1−ν2 ),
Portanto, a resposta estaciona´ria do circuito RLC se´rie e´ dada por
X(τ) =
Ag√
(1−ν2)2+ν2/Q2 cos(ντ+φ). (3.1.8)
Outra forma de ana´lise simplificada e´ a te´cnica fasorial. A impedaˆncia do circuito, definida
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como a relac¸a˜o complexa entre o fasor tensa˜o e o fasor corrente, e´ dada por:
Z = R+ iωL− i 1
ωC
= R+ i(ωL− 1
ωC
), (3.1.9)
aˆngulo de fase,
∠arctan
(ωL− 1ωC)
R
.
Como o circuito e´ um divisor de tensa˜o, podemos obter a tensa˜o no resistor, tensa˜o no
capacitor e tensa˜o no indutor na forma fasorial
VC =Vg
−i 1ωC
R+ i(ωL− 1ωC)
, (3.1.10)
VL =Vg
iωL
R+ i(ωL− 1ωC)
,
o mo´dulo da tensa˜o no capacitor e no resistor em func¸a˜o de ω , e´ dada por:
|VR(ω) |=|Vg | R√
R2+(ωL− 1ωC)2
,
|Vc(ω) |=|Vg |
1
ωC√
R2+(ωL− 1ωC)2
,
O fenoˆmeno de ressonaˆncia acontece quando mo´dulo da reataˆncia indutiva (ωL) for igual
ao mo´dulo da reataˆncia capacitiva (ωC),
ωL =
1
ωC
.
Assim, a frequ¨eˆncia angular de ressonaˆncia e´
ω0 = 1√LC (radianos por segundo)
ou
f0 = 12pi
√
LC
(Hertz).
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Na Fig. (3.2) e´ mostrado o comportamento da amplitude normalizada da tensa˜o no capacitor
para diferentes valores de Q, note que quanto maior for o fator de qualidade tanto mais estreita
e alta sera´ a curva que descreve a ressonaˆncia.
0 . 0 0 . 5 1 . 0 1 . 5 2 . 0 2 . 5 3 . 0
0
2
4
6
8
1 0
 
 
|A 0|
/A g
ω/ω
0
 Q = 1 0 Q = 5 Q = 1 Q = 0 . 5
Figura 3.2: Curvas normalizadas de ressonaˆncia em amplitude para diferentes valores de fatores
de qualidade Q referente a` Eq. (3.1.7).
3.2 Simulac¸a˜o SPICE
Nessa sec¸a˜o realizaremos a simulac¸a˜o do circuito RLC em se´rie com indutor ideal e com o
indutor eletroˆnico com o objetivo de plotar as curvas de ressonaˆncia simuladas de cada circuito.
A amplitude da tensa˜o do sinal de excitac¸a˜o na simulac¸a˜o e´ de 50mVpp, os valores dos com-
ponentes utilizados na simulac¸a˜o sa˜o R=56Ω, C=552pF e L=1H, os valores dos componentes
foram escolhidos para o circuito operar em baixa frequ¨eˆncia devido as carcterı´sticas dos opera-
cionais utilizados. O circuito empregado na simulac¸a˜o e´ mostrado na Fig. (3.3), que contempla
dois amplificadores operacionais funcionando como seguidor de tensa˜o.
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Figura 3.3: Circuito RLC com indutor ideal.
A seguir apresentamos na tabela (3.1) os resultados obtidos na simulac¸a˜o.
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Frequ¨eˆncia de excitac¸a˜o(kHz) Amplitude da tensa˜o do capacitor(Vpp)
6,38 0,652
6,40 0,705
6,45 0,886
6,48 1,050
6,50 1,190
6,55 1,810
6,58 2,570
6,60 3,470
6,65 5,090
6,66 4,390
6,68 3,160
6,70 2,370
6,72 1,870
6,75 1,410
6,79 1,050
6,80 0,987
Tabela 3.1: Valores obtidos na simulac¸a˜o do circuito RLC com componentes ideais, indutor
ideal, resistor e capacitor, a amplitude do sinal de excitac¸a˜o usada foi de 50mVpp.
A curva de ressonaˆncia da simulac¸a˜o com componetes ideais do circuito RLC com indutor
ideal e´ apresenta na Fig. (3.4).
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Figura 3.4: Curva de ressonaˆncia simulada do circuito RLC com indutor ideal, sendo R=56Ω,
C=552pF e L=1H. A Eq. (3.1.6) foi utilizado para fazer o ajuste teo´rico da curva de ressonaˆncia
simulada.
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A Fig. (3.5) apresenta outra forma de implementac¸a˜o do circuito RLC em se´rie, desta vez
com indutor eletroˆnico (Antoniou).
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Figura 3.5: Circuito RLC com indutor eletroˆnico.
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Apresentamos na tabela (3.2) os resultados obtidos na simulac¸a˜o do circuito RLC em se´rie
com indutor eletroˆnico.
Frequ¨eˆncia de excitac¸a˜o(kHz) Amplitude da tensa˜o do capacitor(Vpp)
6,45 0,429
6,44 0,441
6,35 0,610
6,30 0,770
6,25 1,040
6,20 1,560
6,15 2,920
6,10 4,430
6,05 2,220
6,00 1,320
5,95 0,935
5,90 0,722
5,85 0,587
5,80 0,496
5,75 0,430
Tabela 3.2: Valores obtidos na simulac¸a˜o do circuito RLC com indutor eletroˆnico. A amplitude
da tensa˜o de excitac¸a˜o foi de 50mVpp.
A curva de ressonaˆncia simulada com componentes ideais do circuito RLC com indutor
eletroˆnico e´ apresenta na Fig. (3.6).
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Figura 3.6: Curva de ressonaˆncia simulada do circuito RLC com indutor eletroˆnico, sendo
R=56Ω, C=552pF e L=1H. A Eq. (3.1.6) foi utilizada para fazer o ajuste teo´rico da curva de
ressonaˆncia simulada.
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Apo´s analisar as simulac¸o˜es entre as duas verso˜es de implementac¸a˜o do circuito RLC com
indutor ideal e com indutor eletroˆnico, obtemos uma diferenc¸a relativa de 7,9% na frequ¨eˆncia
e de 15% no fator de qualidade. Os resultados foram satisfato´rios mesmo com as diferenc¸as
observadas, os componentes sa˜o ideais, embora o PSPICE trabalhe com o mesmo me´todo de
integrac¸a˜o na simulac¸a˜o, mas os circuitos sa˜o eletronicamente diferentes.
3.2.1 Procedimento experimental
Montamos o circuito RLC da Fig. (3.5) para determinar experimentalmente o fator de qua-
lidade do circuito RLC em se´rie com indutor eletroˆnico.
Utilizamos o gerador de func¸o˜es Agilent modelo 33220A de 20MHz e impedaˆncia de saı´da
de 50Ω, oscilo´sco´pio 1GHz Agilent modelo DSO7104B, e os valores dos componentes medidos
com o medidor LCR Agilent modelo U1731B esta˜o listados na tabela (3.3).
Componente Valor nominal Valor medido Fator de qualidade
R1 1kΩ 974,4Ω —–
R2 1KΩ 974,2Ω —–
R3 1kΩ 968,5Ω —–
R4 1kΩ 972,2Ω —–
R6 56Ω 55,7Ω —–
C1 1µ F 1,07µ F 105
C2 552pF 554pF 101
Tabela 3.3: Valores dos componentes nominais e medidos do circuito RLC com indutor
eletroˆnico.
Foi utilizada uma amplitude de 50mV de pico a pico para o sinal senoidal aplicado ao
circuito RLC com indutor eletroˆnico e variamos a frequ¨eˆncia de 5.700Hz a 7.500Hz com incre-
mento de 100Hz.
A Fig. (3.7) mostra o gra´fico teo´rico e experimental do circuito RLC com gyrator, o fator
de qualidade obtido Q=51,908 com erro padra˜o de 0,51823, a frequ¨eˆncia natural de oscilac¸a˜o
nominal e´ de 6.774kHz e experimental de f0=6.388Hz um erro relativo em torno de 5,6% , a
curva teo´rica de ajuste utilizada foi da equac¸a˜o (3.1.6).
41
ω/ω0 Tensa˜o de pico a pico no capacitor(V)
1,127 0,183
1,111 0,280
1,095 0,245
1,080 0,292
1,064 0,372
1,048 0,495
1,033 0,725
1,017 1,225
1,000 2,600
1,001 2,500
0,986 1,480
0,970 0,840
0,954 0,500
0,939 0,400
0,923 0,309
0,907 0,272
0,892 0,234
0,876 0,208
Tabela 3.4: Valores obtidos do experimento da curva de ressonaˆncia do circuito RLC com
indutor oˆhmico.
Obtemos informac¸o˜es importantes com este experimento, o alto valor do fator de quali-
dade Q=51,908, que e´ de fundamental importaˆncia para implementac¸a˜o eletroˆnica do oscilador
parame´trico e frequ¨eˆncia fundamental do circuito RLC com o indutor eletroˆnico.
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Figura 3.7: Curva de ressonaˆncia experimental do circuito RLC com indutor eletroˆnico, sendo
R=56Ω, C=552pF e L=1H, sendo a Eq. (3.1.6) utilizada para fazer o ajuste teo´rico da curva de
ressonaˆncia.
3.3 Concluso˜es
O circuito RLC em se´rie forc¸ado oscila com a frequ¨eˆncia do sinal externo e a amplitude
das oscilac¸o˜es | A0 | e´ tanto mais elevada quanto maior for a proximidade de ν com a unidade:
quando ν = 1, ou seja ω = ω0, o sistema entra em ressonaˆncia. Na ressonaˆncia, a amplitude
das oscilac¸o˜es assume seu valor ma´ximo | A0 |= AgQ e o de tensa˜o do capacitor tem uma fase
de -pi2 em relac¸a˜o ao sinal externo aplicado. Para Q<
1
2 o sistema e´ superamortecido, para Q=
1
2
o sistema e´ criticamente amortecido e para Q> 12 e´ subamortecido.
Os resultados experimentais comprovam que o circuito RLC com indutor eletroˆnico apre-
senta excelente comportamento como oscilador harmoˆnico forc¸ado e amortecido. O fator de
qualidade depende dos paraˆmentros do circuito, ou seja, da resisteˆncia R, da capacitaˆncia C e
da indutaˆncia L. A implementac¸a˜o com indutor comum (ex. fio enrolado) apresenta proble-
mas devidos as perdas, provenientes da resisteˆncia do indutor. Ale´m disso, temos dificuldade
a encontrarmos indutores com altos valores de indutaˆncia. Por outro lado a implementac¸a˜o do
circuito RLC com o indutor eletroˆnico de Antoniou apresenta grandes vantagens: as perdas sa˜o
pequenas, o circuito se torna mais compacto e pode-se altera o valor da indutaˆncia simulada.
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Quanto maior o valor de L, maior e´ o Q, o circuito apresenta alta seletividade em frequ¨eˆncia,
caracterı´stica importante para implementac¸a˜o do oscilador parame´trico.
44
4 Oscilador parame´trico
Neste capı´tulo, abordamos o oscilador parame´trico eletroˆnico (OP). Ele e´ base-
ado no circuito RLC se´rie, cujas propriedades foram investigadas no capı´tulo anterior. O OP
apresenta sua frequ¨eˆncia natural variante no tempo, o que pode ser realizado ao se modular
a capacitaˆncia ou a indutaˆncia. Essa modulac¸a˜o e´ realizada por um circuito misturador (mul-
tiplicador) e um oscilador externo chamado de “bomba” que fornece energia para excitar o
oscilador parame´trico. A resposta do circuito e´ controlada pela amplitude e pela frequ¨eˆncia
de bombeamento. Quando a amplitude do sinal de bombeamento for suficientemente grande
e sua frequ¨eˆncia pro´xima do dobro da frequ¨eˆncia natural do circuito RLC, ocorrem oscilac¸o˜es
com valores altos de amplitude. Na sec¸a˜o (4.1) descrevemos o modelo teo´rico, na sec¸a˜o (4.2)
a implementac¸a˜o eletroˆnica do oscilador parame´trico, na sec¸a˜o (4.3) a simulac¸a˜o eletroˆnica do
oscilador parame´trico, na sec¸a˜o (4.4) o procedimento experimental, na sec¸a˜o (4.5) os resultados
e na sec¸a˜o (4.6) apresentamos a conclusa˜o.
4.1 Modelo teo´rico
A equac¸a˜o do oscilador parame´trico com dissipac¸a˜o e´ escrita como
x¨+ γ x˙+ω20 x = Fp cos(2ωt)x, (4.1.1)
onde γ e´ o coeficiente de dissipac¸a˜o, ω0 e´ a frequ¨eˆncia natural do oscilador e Fp e´ a amplitude
de bombeamento. Vamos analisar essa equac¸a˜o com um me´todo pertubativo conhecido como
balanc¸o harmoˆnico. Esse me´todo foi desenvolvido por N.M. Krylov , N.N. Bogolyoubov e
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Y.A. Mitropolsky entre as de´cadas de 30 e 50 do se´culo passado. Esse me´todo e´ utilizado
para expressar as soluc¸o˜es perio´dicas de sistemas dinaˆmicos atrave´s de uma se´rie de Fourier,
possibilitando estimar, analiticamente, a amplitude e a frequ¨eˆncia dessas soluc¸o˜es perio´dicas
[29].
Podemos analisar a existeˆncia de soluc¸o˜es perio´dicas da Eq. (4.1.1) pelo me´todo do balanc¸o
harmoˆnico atrave´s de um modelo de retroalimentac¸a˜o dado pelo diagrama de blocos da Fig (4.1),
que pode ser escrita na forma de seguinte equac¸a˜o diferencial com iterac¸o˜es
L-1
xn+1
xn
Fp cos(2wt)
Figura 4.1: Diagrama de blocos de um sistema com retroalimentac¸a˜o.
Lxn+1 = [
d2
dt2
+ γ
d
dt
+ω20 ]xn+1 = Fp cos(2ωt)xn. (4.1.2)
Supomos que exista uma soluc¸a˜o perio´dica do tipo xn(t) = Aneiωt +A∗ne−iωt na aproximac¸a˜o
em 1a ordem do me´todo do balanc¸o harmoˆnico. Substituindo esse Ansatz na Eq. (4.1.2) e
desprezando os termos com superharmoˆnicos e±i3ωt , obtemos
[ω20 −ω2+ iωγ]An+1eiωt +[ω20 −ω2− iωγ]A∗n+1e−iωt =
Fp
2
(A∗ne
iωt +Ane−iωt).
Utilizando o fato de as func¸o˜es eiωt e e−iωt serem linearmente independentes, obtemos as
equac¸o˜es
[ω20 −ω2+ iωγ]An+1 =
Fp
2
A∗n, (4.1.3)
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[ω20 −ω2− iωγ]A∗n+1 =
Fp
2
An. (4.1.4)
Na forma matricial obtemos[
An+1
A∗n+1
]
=
Fp
2
[
0 1Ω+iωγ
1
Ω−iωγ 0
][
A∗n
An
]
,
onde a dessintonia Ω= ω20 −ω2. Os autovalores λ da matriz dos coeficientes sa˜o da forma
λ 2 =
F2p
4[Ω2+ γ2ω2]
.
Sabemos por alge´bra linear que se | λ |>1 as oscilac¸o˜es crescem em amplitude e o sistema e´
insta´vel. Enquanto se | λ |=1 o sistema oscila senoidalmente e caso | λ |<1 as oscilac¸o˜es decaem
e o sistema e´ esta´vel. Assim a condic¸a˜o necessa´ria e suficiente para uma soluc¸a˜o perio´dica e´
dada por
Fp = 2
√
(ω20 −ω2)2+ω2γ2. (4.1.5)
Essa expressa˜o (4.1.5) nos fornece a curva de transic¸a˜o da 1a zona de instabilidade do oscilador
parame´trico. Na Fig. (4.2) va´rias linhas de transic¸a˜o sa˜o mostradas para diferentes valores
de coeficiente de dissipac¸a˜o γ . Quanto maior o valor de γ , maior deve ser a amplitude de
bombeamento para se atingir a zona de instabilidade do oscilador parame´trico no apeˆndice “D”
podemos verificar as regio˜es de instabilidade do oscilador parame´trico.
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Figura 4.2: Curvas teo´ricas da linha de transic¸a˜o da 1a zona de instabilidade do oscilador pa-
rame´trico para diferentes valores do fator de qualidade Q. Quanto maior o valor de Q, menor
deve ser a amplitude de bombeamento para atingir a 1a zona de instabilidade do oscilador pa-
rame´trico.
4.2 Implementac¸a˜o eletroˆnica do oscilador parame´trico
Implementar eletronicamente um sistema de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias e´ desenvolver
um circuito eletroˆnico que reproduza o comportamento dinaˆmico do sistema. Circuitos oscila-
dores eletroˆnicos sa˜o difı´ceis de implementar quando na˜o sa˜o utilizados componentes com alto
fator de qualidade. Por exemplo, indutores reais podem apresentar diversas limitac¸o˜es e pro-
blemas operacionais, tais como, aquecimento, que pode causar a variac¸a˜o da indutaˆncia e baixo
fator de qualidade. Indutores comerciais com altos valores de indutaˆncia teˆm uma resisteˆncia
interna interna muito alta, o que na˜o e´ interessante para um oscilador. Esse problema torna-se
ainda mais grave quando se trabalha com indutores da ordem de gradeza da 1H, o que e´ inte-
ressante para nosso circuito do OP, pois quanto maior indutaˆncia maior o fator de qualidade do
circuito. Um indutor desta ordem de grandeza de indutaˆncia teria dimenso˜es muito grandes,
provavelmente na escala de metros. Como dispositivos de dimenso˜es muito grandes tornariam
48
invia´vel a implementac¸a˜o do OP, decidimos utilizar o indutor eletroˆnico de Antoniou [30].
4.2.1 Circuito do oscilador parame´trico
A Fig. (4.3) mostra o circuito do oscilador parametricamente forc¸ado e amortecido. Ele
e´ constituı´do por um resistor de resisteˆncia R, um indutor de indutaˆncia L e um capacitor de
capacitaˆncia C ligados em se´rie. Ale´m disso temos um multiplicador que multiplica a tensa˜o
do capacitor com o sinal do oscilador de bombeamento, gerando uma saı´da que e´ reinjetada no
circuito RLC. Nossa ana´lise supo˜e que a impedaˆncia de entrada do multiplicador e´ muito alta,
de forma que na˜o ha´ pertubac¸a˜o, por parte do multiplicador, no circuito RLC. Esta permissa e´
satisfeita pelo multiplicador usado neste trabalho (AD633JN).
R
L
C Vpcos (2ωt)
x
Figura 4.3: Circuito analo´gico correspondente ao oscilador parame´trico amortecido. A
frequeˆncia natural e´ dada por ω0 = 1/
√
LC.
Analisaremos o circuito da Fig. (4.3), aplicando a lei de Kirchhoff das tenso˜es. Obtemos o
seguinte sistema de equac¸o˜es diferenciais:
L
dI
dt
+RI+Vc−VcGvVp cos(2ωt) = 0, (4.2.6)
dI
dt
=
1
L
[−RI−Vc+VcGvVp cos(2ωt)], (4.2.7)
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dVc
dt
=
I
C
, (4.2.8)
onde Vc que e´ a tensa˜o no capacitor e Gv e´ o ganho do multiplicador ( no caso do AD633
Gv = 110 )substituinindo a corrente obtemos
d2Vc
dt2
+
R
L
dVc
dt
+[
1
LC
− GvVp
LC
cos(2ωt)]Vc = 0. (4.2.9)
Reescalando a equac¸a˜o do circuito do oscilador parame´trico, onde a frequ¨eˆncia naturalω20 =
1
LC ,
o fator de qualidade Q= 1R
√
L
C , coeficiente de dissipac¸a˜o γ =
R
L , Fp =
GvVp
LC e Vp a amplitude do
sinal do gerador senoidal. Substituindo a varia´vel Vc por X, obtemos a equac¸a˜o
X¨ + γX˙ +[ω20 −Fp cos(2ωt)]X = 0, (4.2.10)
Que e´ conhecida como equac¸a˜o de Mathieu com amortecimento. A expressa˜o (4.1.5) que for-
nece a linha de transic¸a˜o da 1a zona de instabilidade do circuito eletroˆnico da Fig. (4.3) pode
ser escrita em termos de paraˆmetros do circuito.
V p = 2Gv
√
(ω20 −ω2)2+
ω20ω2
Q
. (4.2.11)
No apeˆndide E e´ realizada ana´lise do oscilador parame´trico sob o crite´rio de Barkhausen,
obtendo-se a mesma fronteira de instabilidade.
4.3 Simulac¸a˜o eletroˆnica do oscilador parame´trico
Nesta sec¸a˜o abordamos a importaˆncia da simulac¸a˜o SPICE de circuitos eletroˆnicos. A
necessidade de utilizar softwares para ana´lise das condic¸o˜es de funcionamento de circuitos e´
indispensa´vel para todos que pretendem projetar circuitos eletroˆnicos. Na simulac¸a˜o e´ possı´vel
realizar previso˜es de resultados, testes e troca de componentes ate´ se obter um circuito cujo
funcionamento aproxime-se do modelo teo´rico do sistema desejado. Ale´m disso, evita-se danos
a componentes na fase de testes. Uma vez funcionando o circuito na simulac¸a˜o de acordo com o
modelo teo´rico do projeto inicial, podemos realizar a montagem de um proto´tipo no laborato´rio
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com probabilidade bem maior do circuito funcionar do que quando na˜o se faz simulac¸o˜es.
O programa de simulac¸a˜o utilizado em nossas pesquisas foi o Multisim R© da National
Instruments. Simulamos o circuito do OP da Fig. (4.4) (que contem um indutor ideal), que
apresentou funcionamento de acordo com o modelo do sistema estudado.
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Figura 4.4: Implementac¸a˜o eletroˆnica do circuito analo´gico do oscilador parame´trico amorte-
cido da Fig. (4.3) com indutor ideal.
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A tabela (4.1) apresenta os resultados obtidos na simulac¸a˜o do OP com indutor ideal refe-
rente ao circuito da Fig. (4.4), no que diz respeito ao valor mı´nimo da amplitude de bombea-
mento (Fp) necessaria a` observac¸a˜o de oscilac¸a˜o permanente. (fronteira de instabilidade)
ω/ω0 FP
0,947469197 0,21
0,954539862 0,185
0,961610528 0,155
0,968681194 0,125
0,975751859 0,1
0,982822525 0,07
0,989893191 0,043
0,996963856 0,018
1,004034522 0,0235
1,011105187 0,05
1,018175853 0,08
1,025246519 0,105
1,032317184 0,135
1,03938785 0,165
1,046458516 0,19
Tabela 4.1: Valores simulados obtidos para o inı´cio das oscilac¸o˜es parame´tricas do OP com
indutor ideal.
De acordo com os dados obtidos na simulac¸a˜o, a curva de transic¸a˜o da primeira zona de
instabilidade simulada para o circuito da Fig. (4.4) e´ mostrada na Fig. (4.5), com o ajuste teo´rico
da Eq. (4.1.5). Observa-se uma excelente concordaˆncia entre os resultados de simulac¸a˜o e o
ajuste teo´rico.
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Figura 4.5: Curva da 1a zona de instabilidade obtida com os dados simulados do circuito do
oscilador parame´trico com indutor ideal.
O circuito eletroˆnico da Fig. (4.6) mostra a versa˜o do oscilador parame´trico com o indutor
eletroˆnico.
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Figura 4.6: Circuito completo do oscilador parame´trico com indutor eletroˆnico.
A seguir apresentamos na tabela (4.2) dados obtidos na simulac¸a˜o do OP com o indutor
eletroˆnico da Fig (4.6). A curva de transic¸a˜o simulada com o ajuste teo´rico da Eq. (4.1.5) e´
apresentada na Fig (4.7).
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ω/ω0 FP
0,944500000 0,225
0,952245286 0,195
0,959987118 0,16
0,967728949 0,13
0,975470781 0,1
0,983212612 0,07
0,990954444 0,045
0,998696276 0,025
1,006438107 0,035
1,014179939 0,07
1,021921770 0,095
1,029663602 0,125
1,037405434 0,155
1,045147265 0,18
1,052889097 0,225
Tabela 4.2: Valores simulados obtidos para o inı´cio das oscilac¸o˜es no OP com indutor
eletroˆnico.
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Figura 4.7: Curva da 1a zona de instabilidade obtida com os dados simulados do circuito do
oscilador parame´trico com gyrator.
O fator de qualidade com o melhor ajuste com a expressa˜o da Eq. (4.1.5) e´ Q=81,04 e a
fequ¨eˆncia natural do oscilador f0 = 6.458Hz. A simulac¸a˜o foi de fundamental importaˆncia,
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pois garantiu que o nosso modelo estava coerente com a equac¸a˜o diferencial do oscilador pa-
rame´trico forc¸ado e amortecido.
4.4 Procedimento experimental
Na implementac¸a˜o do OP, como multiplicador escolhemos o CI AD633JN. Para o oscilador
de bombeamento utilizamos o gerador de func¸a˜o da Agilent modelo 33220A, com impedaˆncia
de saı´da de 50Ω. As medidas foram realizadas com um oscilosco´pio Agilent 1GHz modelo
DS07104B. A fonte de tensa˜o DC utilizada e´ da marca Minipa, modelo MPC-303D, com valo-
res de tensa˜o -12,0V e +12,0V. Na placa de circuito da Fig. (5.3) colocamos entre o capacitor
“C” do circuito RLC e o conector BNC um seguidor de tensa˜o para evitar influeˆncia de medida
no comportamento do circuito.
Os primeiros ensaios experimentais do oscilador parame´trico foram realizados em protobo-
ard. Quando o circuito do oscilador parame´trico funcionou de acordo com a teoria, desenhamos
o layout do circuito da Fig. (4.6). Em seguida, placas de circuito impresso de face u´nica foram
confeccionandas em duas verso˜es: com e sem seguidores de tensa˜o. Para melhor manuseio do
circuito e para reduzir as interfereˆncias eletromagne´ticas externas, o circuito foi colocado em
uma pequena caixa meta´lica como mostra a Fig. (4.10), com bornes de alimentac¸a˜o e conec-
tores BNC (uma para entrada do sinal de bombeamento e outro para leitura via oscilosco´pio).
Todo desenvolvimento foi realizado no Laborato´rio de Eletromagnetismo e Fı´sica Na˜o-Linear
da Unidade Acadeˆmica de Fı´sica (UAF-UFCG). Os valores dos componentes utilizados sa˜o
apresentados na tabela (4.3).
Embora a simulac¸a˜o do circuito com o indutor ideal tenha apresentado comportamento
satisfato´rio em relac¸a˜o a` teoria, quando montava´mos o circuito no protoboard com indutores
passivos o circuito na˜o funcionava. Na Fig. (4.8) mostramos alguns indutores pasivos com os
quais trabalhamos. Ao medirmos os valores das indutaˆncias, capacitaˆncias e seus respectivos
fatores de qualidade , encontramos o motivo do na˜o funcionamento do circuito. Eles apresen-
tavam baixo fator de qualidade, principalmente os indutores comerciais. Utilizamos o medidor
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Figura 4.8: Indutores oˆhmicos comerciais e indutor de nu´cleo de ferrite.
LCR da Agilent modelo U1731B para medir os componentes do circuito eletroˆnico, capacitores
e seus respectivos fatores de qualidade e resistores.O indutor comercial de 100µH apresentou
valor de 90,3µH, resisteˆncia de 4,73Ω e fator de qualidade Q=0,126. O que confeccionamos
com nu´cleo de ferrite apresentou valores de 144,4µH, resisteˆncia 5,27Ω e fator de qualidade
Q=5,21. Em seguida passamos a pesquisar uma soluc¸a˜o para o problema, tendo em vista que o
circuito da simulac¸a˜o Fig. (4.4) funcionava de acordo com o modelo teo´rico, mas nos ensaios
experimentais o circuito continuava inoperante. A soluc¸a˜o para o problema veio com o do in-
dutor eletroˆnico de Antoniou. Outro problema surgiu na implementac¸a˜o do indutor eletroˆnico.
Utilizamos o capacitor eletrolı´tico de valor nomial 1µF, cujo valor medido 0,874µF e fator de
qualidade de Q=13,4. Ainda assim o circuito do op na˜o funcionava como esperado. Isso ocorreu
porque o capacitor utilizado no indutor eletroˆnico era do tipo eletrolı´tico, polarizado. Assim,
continuamos nossas pesquisas em busca de um capacitor sem polarizac¸a˜o. Encontramos o ca-
pacitor de polie´ster metalizado de 1µF, cujo fator de qualidade e´ Q=222 e capacitaˆncia 1,07µF.
Com os componentes adequados fizemos a montagem do circuito.
Esses valores sa˜o apresentados na tabela (4.3). Para os valores medidos dos componentes,
o valor teo´rico frequ¨eˆncia natural do oscilador parame´trico e´ igual a f0 = 6.562Hz.
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Componente Valor nominal Valor medido Fator de qualidade
R1 1kΩ 988,4Ω —–
R2 1KΩ 970,8Ω —–
R3 1kΩ 979,3Ω —–
R4 1kΩ 987,6Ω —–
R7 56Ω 54,6Ω —–
C1 1µ F 1,07µ F 222
C2 500pF 558,6pF 480
Tabela 4.3: Valores dos componentes nominais e medidos do circuito do oscilador parame´trico
da Fig. (4.6).
(a) Placas de circuito impresso de u´nica face. (b) Circuitos dos osciladores parame´tricos.
Figura 4.9: Circuitos do oscilador parame´trico e placas, desenvolvidos no Laborato´rio de Ele-
tromagnetismo e Fı´sica Na˜o Linear da Unidade Acadeˆmica de Fı´sica(UFCG).
Figura 4.10: Oscilador parame´trico amortecido. A` esquerda da caixa esta˜o os conectores BNC,
um utilizado para entrada do sinal de bombeamento e o outro para leitura do sinal no capacitor.
Os bornes da direita permitem a entrada da alimentac¸a˜o.
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No oscilador parametricamente forc¸ado e amortecido temos dois paraˆmetros de controle: a
frequ¨eˆncia e a amplitude do sinal de bombeamento. Nesse experimento objetivamos a obtenc¸a˜o
de dados para construc¸a˜o da curva de transic¸a˜o da primeira zona de instabilidade experimental,
para posterior comparac¸a˜o com a curva teo´rica. Fixamos um valor de frequ¨eˆncia de bombea-
mento e em seguida variamos a amplitude de bombeamento ate´ atingirmos o limiar da oscilac¸a˜o,
isto e´, quando o estado de repouso do oscilador parame´trico se torna insta´vel. Realizamos
esse procedimento para valores de frequ¨eˆncia entre 11,0kHz e 14,0kHz, com incremento de
0,20kHZ . Repetimos o procedimento acima para cada valor de frequ¨eˆncia. A seguir apresenta-
mos os resultados obtidos.
4.5 Resultados experimentais
De acordo com os dados experimentais obtidos, mostrados na tabela (4.4), a curva de
transic¸a˜o experimental e´ apresentada junto com a curva de transic¸a˜o teo´rica na Fig. (4.11).
Embora os componentes utilizados, resistores e capacitores, na˜o foram de precisa˜o, a curva
experimental e´ muito pro´xima da curva teo´rica.
Para valores de amplitude abaixo da curva de transic¸a˜o,na˜o foram observadas oscilac¸o˜es.
Pra valores acima da curva de transic¸a˜o as oscilac¸o˜es crescem abruptamente e se apresentam de
forma distorcida (na˜o se apresenta como um sinal senoidal) de acordo com o estudo teo´rico.
A curva da Fig. (4.11) e´ apresentada com melhor ajuste teo´rico dado pela equac¸a˜o (4.1.5).
Observamos que o fator de qualidade do circuito do oscilador parame´trico e´ Q = 35,27 e
frequ¨eˆncia natural de f0=6.304Hz. Teoricamente, com os valores nominais de L=1H, R=56Ω
e C=500pF terı´amos um fator de qualidade do circuito de 798,62. Isto de fato na˜o ocorre,
pois nem o capacitor e nem o indutor sa˜o ideais. Ale´m disso, o indutor eletroˆnico na˜o permite
medic¸o˜es de indutaˆncia ou de fator de qualidade. A determinac¸a˜o do fator de qualidade do
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ω/ω0 FP
0.87242 0.506
0.88828 0.447
0.90414 0.375
0.92 0.315
0.93586 0.258
0.95173 0.198
0.96759 0.14
0.98345 0.09
0.99931 0.0611
1.01518 0.0901
1.03104 0.143
1.0469 0.206
1.06276 0.272
1.07862 0.338
1.09449 0.416
1.11035 0.486
Tabela 4.4: Valores experimentais obtidos para a linha de transic¸a˜o da primeira zona de instabi-
lidade.
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Figura 4.11: Curva de transic¸a˜o experimental da primeira zona de instabilidade.
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circuito pode ser realizada pelo me´todo da curva de transic¸a˜o do oscilador parame´trico ou pela
curva de ressonaˆncia do circuito RLC se´rie com o indutor eletroˆnico.
4.6 Conclusa˜o
Concluı´mos que a parte experimental comprovou o comportamento do oscilador parame´trico
de acordo com a previsa˜o teo´rica. Observamos que ha´ um limiar para o valor da amplitude do
sinal de bombeamento onde ocorrem as oscilac¸o˜es senoidais, abaixo desse valor o circuito
na˜o oscila. Acima desse limiar a amplitude de oscilac¸a˜o cresce abruptamente ate´ a saturac¸a˜o
do multiplicador e dos amplificadores operacionais. Outro fator importante observado e´ que
quando a frequ¨eˆncia de bombeamento e´ exatamente o dobro da frequ¨eˆncia natural ω0, precisa-
mos injetar injetamos o mı´nimo de poteˆncia no sistema para que este oscile, ou seja, utilizamos
o menor valor de amplitude de bombeamento para atigirmos o limiar das oscilac¸o˜es. O circuito
desenvolvido mostrou-se altamente seletivo em frequ¨eˆncia.
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5 Amplificac¸a˜o parame´trica
Neste capı´tulo, discutiremos a ana´lise e implementac¸a˜o do amplificador parame´trico(AP).
O tipo de amplificac¸a˜o parame´trica investigada em nossa pesquisa e´ a “amplificac¸a˜o degene-
rada”, na amplificac¸a˜o degenerada o oscilador de bombeamento apresenta frequ¨eˆncia duas ve-
zes a frequ¨eˆncia do sinal externo a ser amplificado. O princı´pio da amplificac¸a˜o parame´trica
pode ser resumida da seguinte forma: a energia de uma oscilac¸a˜o de um sistema fı´sico pode
ser aumentada atrave´s do fornecimento de energia de uma frequ¨eˆncia diferente da frequ¨eˆncia
fundamental. Isso ocorre de maneira mais forte quando a frequ¨eˆncia de bombeamento e´ apro-
ximadamente duas vezes a frequ¨eˆncia do sinal externo senoidal a ser amplificado. Um bom
amplificador parame´trico apresenta baixo nı´vel de ruı´do e fator de qualidade Q muito alto, o
que o torna muito seletivo em frequ¨eˆncia. No nosso circuito, os paraˆmetros de controle para
atingirmos a linha de transic¸a˜o (curva de transic¸a˜o entre a zona esta´vel e insta´vel) sa˜o: a ampli-
tude da frequ¨eˆncia de bombeamento e a frequ¨eˆncia de bombeamento.
Este capı´tulo esta´ organizado da seguinte forma: na sec¸a˜o (5.1), analisaremos o circuito do
AP, na sec¸a˜o (5.2), determinamos seu ganho teo´rico; na sec¸a˜o (5.3), apresentamos os resultados
da simulac¸a˜o ele´trica; na sec¸a˜o (5.4), discutimos a implementac¸a˜o eletroˆnica do AP; na sec¸a˜o
(5.5), detalhamos o procedimento experimental; na sec¸a˜o (5.6), apresentamos os resultados de
nossas medidas experimentais da amplificac¸a˜o parame´trica e na sec¸a˜o (5.6) a conclusa˜o.
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5.1 Ana´lise do circuito do amplificador parame´trico
A Fig. (5.1) representa o circuito do amplificador parame´trico degenerado. Este circuito
resulta da combinac¸a˜o de um oscilador harmoˆnico forc¸ado por um sinal externo e amortecido
com um oscilador parametricamente bombeado. Resumindo de forma simples, o amplificador
parame´trico e´ composto pelo oscilador parame´trico estudado no capı´tulo 4 ao qual se acrescenta
um circuito somador de ganho unita´rio utilizado para adicionar o sinal externo a ser amplificado.
X
Vpcos(2wt)
C
R
L
Vc
Vocos(wt+ø)
Figura 5.1: Circuito do amplificador parame´trico degenerado.
A ana´lise deste circuito pode ser feita com base nos mesmos princı´pios utilizados na a`
ana´lise do circuito do oscilador parame´trico, descrito no capı´tulo 4. Aplicando a lei de Kirchhoff
das tenso˜es ao circuito da Fig. (5.1) e fazendo a mudanc¸a de varia´vel Vc(t) = X(t) (tensa˜o
no capacitor), onde ω20 =
1
LC (frequ¨eˆncia angular natural do RLC), γ =
R
L (o coeficiente de
dissipac¸a˜o), Gv sendo o ganho do multiplicador (Gv = 110 , no caso do componente utilizado),
obtemos:
d2Vc
dt2
+ γ
dVc
dt
+Vcω20 [1−GvVp cos(2ωt)]−
V0
LC
cos(ωt+φ) = 0 (5.1.1)
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Fazendo a mudanc¸a de varia´vel τ = ω0t, com V (t) = x(τ) obtemos
x′′+Q−1x′+ x = Fp cos(2ντ)x+F0 cos(ντ+φ) (5.1.2)
em que Q = 1R
√
L
C e´ o fator de qualidade do circuito RLC, Fp = GvVp, F0 = V0 e ν =
ω
ω0 .
Observe que o termo x′ indica que a derivada e´ com respeito a` varia´vel adimensional τ . A
Eq. (5.1.2) descreve a dinaˆmica do AP.
5.2 Ganho em tensa˜o do amplificador parame´trico
Para obtermos uma soluc¸a˜o estaciona´ria aproximada da Eq. (5.1.2), vamos utilizar o me´todo
do balanc¸o harmoˆnico novamente. Supondo que a soluc¸a˜o seja da forma
x(τ) = Aeiντ +A∗e−iντ . (5.2.3)
Substituindo (5.2.3) em (5.1.2), obtemos a seguinte equac¸a˜o alge´brica
[(Ω+ iν/Q)A− Fp
2
A∗− F0
2
eiφ ]eiντ +[(Ω− iν/Q)A∗− Fp
2
A− F0
2
e−iφ ]e−iντ = 0, (5.2.4)
com Ω= 1−ν2. Como eiντ e e−iντ sa˜o linearmente independentes [31], obtemos
(Ω+ iν/Q)A− Fp
2
A∗− F0
2
eiφ = 0, (5.2.5)
(Ω− iν/Q)A∗− Fp
2
A− F0
2
e−iφ = 0.
Na forma matricial temos
[
Ω+ iν/Q −Fp2
−Fp2 Ω− iν/Q
][
A
A∗
]
=
F0
2
[
eiφ
e−iφ
]
.
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Invertendo o sistema acima, obtemos[
A
A∗
]
=
F0
2[Ω2+ν2/Q2− F2p4 ]
[
Ω− iν/Q Fp2
Fp
2 Ω+ iν/Q
][
eiφ
e−iφ
]
.
A equac¸a˜o (5.2.3) pode ser reescrita de outra forma
x(τ) =U cos(ντ)−V sin(ντ) = X cos(ντ+θ), (5.2.6)
U = A+A∗ e V =−i(A−A∗), em que
X =
√
U2+V 2, (5.2.7)
e´ a amplitude da tensa˜o do sinal de saı´da do amplificador parame´trico (tensa˜o no capacitor).
Essa amplitude pode ser escrita da seguinte forma:
X = F0
√√√√√ [Ω2+ν2/Q2+ F2p4 +Fp(Ωcos(2φ)+ν/Qsin(2φ))]
(Ω2+ν2/Q2− F2p4 )2
. (5.2.8)
O ganho em tensa˜o do amplificador parame´trico e´ definido como a relac¸a˜o entre as ampli-
tudes do sinal na saı´da obtidos com e sem sinal de bombeamento [32], em dB, obtemos:
G(φ) = 20log
X
XFp=0
,
Explicitamente, esse ganho e´ dado por
G(φ) = 10log
 [Ω
2+ν2/Q2+ F
2
p
4 +Fp(Ωcos(2φ)+ν/Qsin(2φ))](Ω
2+ν2/Q2)(
Ω2+ν2/Q2− F2p4
)2
 . (5.2.9)
Observa-se que o ganho e´ func¸a˜o entre outras, da amplitude de bombeamento e da fase
entre o sinal de entrada e sinal de bombeamento.
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5.3 Simulac¸a˜o eletroˆnica
O circuito eletroˆnico completo do amplificador parame´trico e´ apresentado na Fig. (5.2).
0
0
1
1
2
2
3
3
4
4
5
5
6
6
7
7
8
8
A A
B B
C C
D D
E E
F F
G G
U1A
TL084ACN
3 2
1 14
1
U2B
TL084ACN56
1 1 4
7
R1
1kΩ
5%
R2
1kΩ
5%
R3
1kΩ
5%
R4
1kΩ
5%
C1
1µF
V1
12 V 
V2
12 V 
C2
552pF
U3
AD633JN
X1
X2
Y1
Y2 VS-
Z
W
VS+
U4C
TL084ACD
10
911
4
8
R7
1kΩ
5%
R8
1kΩ
5%
R9
1kΩ
5%
R10
56Ω
5%
Indutor eletrônico
Multiplicador
Buffer
Somador
U5D
TL084ACD
12
13 11
4
14
Amplificador paramétrico
UFCG - UAF Laboratório de Semi Condutores
Paulo Sérgio
26/03/2012
Sinal externo
Sinal de Bombeamento
XFG1
Agilent
XFG2
Agilent
XSC1
Agilent
Figura 5.2: Circuito eletroˆnico completo do amplificador parame´trico degenerado.
No programa Multisim R© da National Instruments foram realizadas simulac¸o˜es que as
respostas do amplificador parame´trico esta˜o representada Tab. (5.4) referente ao circuito da
Fig. (5.2). Observamos que para valores de frequ¨eˆncia de bombeamento pro´ximas do dobro
do valor da frequ¨eˆncia natural simulada do circuito do AP, temos altos nı´veis de amplitude na
saı´da saturando o AP, em virtude da alta seletividade do circuito em frequ¨eˆncia, para outras
frequ¨eˆncias ha´ baixo nı´vel de amplitude de saı´da para as mesmas condic¸o˜es de amplitudes do
sinal externo e sinal de bombeamento.
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No fb(kHz) Ab(Vpp) fext(kHz) Aext(Vpp) Vcmax(V) Vcmin(V)
1 12,520 0,456 6,261 0,053 4,54 1,040
2 12,520 0,605 6,261 0,055 SATURADO SATURADO
3 12,520 0,712 6,261 0,055 SATURADO SATURADO
4 12,776 0,438 6,389 0,050 0,486 0,310
5 12,776 0,635 6,389 0,054 0,588 0,316
6 12,776 0,538 6,389 0,057 0,582 0,338
7 12,928 0,425 6,465 0,053 0,315 0,236
8 12,928 0,584 6,465 0,055 0,352 0,229
9 12,928 0,691 6,465 0,056 0,374 0,226
Tabela 5.1: Valores ma´ximos e mı´nimos simulados e teo´ricos da tensa˜o de saı´da do amplificador
parame´trico. fb e´ frequ¨eˆncia de bombeamento, fext frequ¨eˆncia do sinal externo, Ab amplitude
de bombeamento, Aext amplitude do sinal externo, Vmax amplitude simulada ma´xima de tensa˜o
de saı´da do amplificador parame´trico, Vmin amplitude simulada mı´nima de tensa˜o de saı´da do
amplificador parame´trico.
5.4 Implementac¸a˜o eletroˆnica do amplificador parame´trico
Implementamos eletronicamente um amplificador parame´trico de acordo com o circuito da
Fig. (5.1). Os mesmos procedimentos adotados para confecc¸a˜o do oscilador parame´trico des-
crito no Capı´tulo 4, tambe´m foram adotados para a concepc¸a˜o do amplificador parame´trico,
ou seja, desenhamos o layout do circuito, confeccionamos as placas de circuito impresso de
face u´nica e soldamos os componentes na placa. Utilizamos um medidor LCR (Agilent modelo
U1731B) para medir os componentes do circuito eletroˆnico. O valores das resisteˆncias e capa-
citaˆncias dos componentes sa˜o mostrados na tabela (5.2). O esquema eletroˆnico completo do
circuito do amplificador parame´trico e´ aprentado na Fig. (5.2).
Depois da confecc¸a˜o do circuito colocamos a placa em uma caixa meta´lica, ver Fig.(5.4),
com 3 bornes para alimentac¸a˜o e 3 conectores BNC (um para aplicac¸a˜o do sinal de bombea-
mento, outro para aplicac¸a˜o do sinal externo e 3o para conexa˜o com a entrada do oscilosco´pio).
Todo esse desenvolvimento experimental foi realizado no Laborato´rio de Eletromagnetismo e
Fı´sica Na˜o-Linear da Unidade Acadeˆmica de Fı´sica (UAF-UFCG).
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Componente Valor nominal Valor medido Fator de qualidade
R1 1kΩ 974,5Ω —–
R2 1KΩ 974,2Ω —–
R3 1kΩ 969,5Ω —–
R4 1kΩ 972,2Ω —–
R7 1kΩ 973,8Ω —–
R8 1kΩ 977,7Ω —–
R9 1kΩ 974,6Ω —–
R10 56Ω 55,72Ω —–
C1 1µ F 1,019µ F 210
C2 552pF 554pF 101
Tabela 5.2: Valores dos componentes nominais e medidos do circuito do amplificador pa-
rame´trico da Fig. (5.2).
(a) Placa de circuito impresso de u´nica face. (b) Circuito do amplificador parame´trico.
Figura 5.3: Placa e circuito do amplificador parame´trico.
5.5 Procedimento experimental
Objetivamos obter nesse experimento valores de amplitudes de tenso˜es ma´ximas e mı´nimas
de saı´da do amplificador parame´tricos e compara´-las com os valores ma´ximos e mı´nimos da
Eq. (5.2.8) que representa a amplitude da tensa˜o no capacitor.
O circuito foi alimentado pela a fonte de alimentac¸a˜o Minipa modelo MPC− 303D. O
sinal a ser amplificado foi fornecido pelo gerador de func¸o˜es da Agilent modelo 33220A. O
gerador de func¸o˜es da Rigol modelo DG2041A usado para gerar o sinal de bombeamento e o
oscilo´scopio da Agilent modelo DS07104B foi usado para visualizac¸a˜o dos sinais de interesse.
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Figura 5.4: Circuito eletroˆnico do amplificador parame´trico.
Aplicamos na entrada do AP um sinal de frequ¨eˆncia de 6,389kHz e amplitude pico a pico
de 50mV. Com o bombeamento aplicamos um sinal de frequ¨eˆncia 12,776kHz e amplitude pico
a pico de 438mV. Atrave´s do gra´fico da linha da 1a zona de instabilidade experimental mostrado
no apeˆndice G, asseguramos que este sinal de bombeamento mante´m o amplificador na zona
de estabilidade. Alterando a base de tempo do oscilosco´pio para 200ms/DIV pudemos obter a
forma de onda modulada da Fig (5.5). A partir dessa forma de onda obtemos os valores ma´ximo
e mı´nimo de amplitude de sinal na saı´da do amplificador parame´trico esta´ figura experimental
e´ referente a linha 4 da Tab. (5.3) que se encontra na sec¸a˜o (5.6).
Realizamos esse procedimento para valores de frequ¨eˆncias de bombeamento 12,776kHz,
12,520kHz e 12,928kHz, os resultados sa˜o apresentados na sec¸a˜o (5.6).
O sinal a ser amplificado e´ da forma F0 cos(ντ+φ). Para verificarmos a variac¸a˜o do ganho
em um perı´odo em func¸a˜o da fase, um pequeno acre´scimo foi adicionado ∆φ(τ) ao argumento
do cosseno, ou seja, o sinal externo utilizado no experimento foi da forma F0 cos(ντ + φ +
∆φ(τ)), em que
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Figura 5.5: Sinal de saı´da do amplificador parame´trico modulado pelo sinal de bombeamento
referente a` linha 4 da Tab. (5.3 da sec¸a˜o (5.6))
∆φ(τ) = ∆ντ.
Com esse acre´scimo, o sinal de saı´da e´ apresentado na forma modulada Fig.(5.5) na cor
amarela. Assim o perı´odo da modulac¸a˜o do sinal de saı´da da Eq. (5.2.9), obtemos
T =
pi
∆ν
=
pi
2pi∆ f
=
1
2∆ f
.
Adotamos um acre´scimo de ∆ f = 1Hz, de forma que T=500ms que corresponde a uma variac¸a˜o
de fase de pi radianos.
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5.6 Resultados experimentais
Na tabela (5.3) apresentamos os valores experimentais obtidos e os valores teo´ricos calcula-
dos de acordo com o modelo estudado para valores de ma´ximo e de mı´nimo da tensa˜o de saı´da
do amplificador parame´trico.
No fb(kHz) Ab(Vpp) fext(kHz) Aext(Vpp) Vcmax(V) Vcmin(V) V tc max(V) V
t
c min(V)
1 12,520 0,424 6,261 0,053 0,456 0,300 0,406 0,246
2 12,520 0,605 6,261 0,055 0,500 0,287 0,490 0,240
3 12,520 0,712 6,261 0,055 0,575 0,268 0,570 0,230
4 12,776 0,438 6,389 0,050 1,737 0,550 1,870 0,490
5 12,776 0,635 6,389 0,054 2,725 0,475 2,700 0,410
6 12,776 0,538 6,389 0,057 2,100 0,450 2,150 0,440
7 12,928 0,425 6,465 0,053 0,812 0,425 0,720 0,290
8 12,928 0,584 6,465 0,055 0,925 0,400 0,915 0,280
9 12,928 0,691 6,465 0,056 1,075 0,362 1,100 0,300
Tabela 5.3: Valores ma´ximos e mı´nimos experimentais e teo´ricos da tensa˜o na saı´da do am-
plificador parame´trico. fb e´ frequ¨eˆncia de bombeamento, fext a frequ¨eˆncia do sinal externo,
Ab a amplitude de bombeamento, Aext a amplitude do sinal externo, Vcmax amplitude experi-
mental ma´xima de tensa˜o de saı´da do amplificador parame´trico, Vcmin a amplitude experimental
mı´nima de tensa˜o de saı´da do amplificador parame´trico, V tc max a amplitude teo´rica ma´xima de
tensa˜o de saı´da do amplificador parame´trico e V tc min a amplitude teo´rica mı´nima de tensa˜o de
saı´da do amplificador parame´trico.
Os valores teo´ricos calculados foram obtidos a partir da Eq. (5.2.8) que representa a ampli-
tude da tensa˜o no capacitor.
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A Fig. (5.6) apresenta o gra´fico dos valores teo´ricos da amplitude de tensa˜o na saı´da do
AP utilizados no experimento referente a` linha 4 da Tab. (5.3) em func¸a˜o da fase entre o sinal
externo e o sinal de bombeamento.
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Figura 5.6: Gra´fico teo´rico da tensa˜o de pico a pico da Eq. (5.2.8) do capacitor em func¸a˜o
da fase φ , em que o fator de qualidade Q=56,625, referente a` linha 4 da Tab. (5.3). A tensa˜o
ma´xima e´ 1,870V, mı´nima e´ 0,490V.
O valor do fator de qualidade utilizado nos ca´lculos e´ referente ao obtido no experimento
da 1a zona de instabilidade do OP do AP a curva e´ mostrada no apeˆndice G.
A seguir apresentamos imagens do oscilosco´pio referentes a` linha 4.
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Figura 5.7: Saı´da do amplificador parame´trico na cor amarela em sintonia com a fequ¨eˆncia
natural ω0, referente a linha 4 da Tab. (5.3), amplitude de tensa˜o ma´xima de saı´da de 1,737V
e amplitude de tensa˜o mı´nima de saı´da 0,550V do amplificador parame´trico (base de tempo de
200ms/DIV no oscilosco´pio).
Figura 5.8: Sinal do bombeamento(azul) de amplitude 438mVpp e sinal externo(verde) de
50mVpp, os dados esta˜o escritos na linha 4 da TAB. (5.3).
A Fig. (5.9) apresenta o gra´fico dos valores teo´ricos da amplitude de tensa˜o na saı´da do AP
utilizados no experimento referente a` 1 da Tab. (5.3) em func¸a˜o da fase entre o sinal externo e
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o sinal de bombeamento.
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Figura 5.9: Gra´fico teo´rico da Eq. (5.2.8) amplitude da tensa˜o de saı´da do AP, referente a` linha
1 da Tab. (5.3).
A seguir apresentamos imagens do oscilosco´pio referente as condic¸o˜es experimentais na
linha 1 da Tab. (5.3).
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Figura 5.10: Saı´da do amplificador parame´trico na cor amarela em dessintonia abaixo, referente
a` linha 1 da Tab. (5.3), amplitude de tensa˜o ma´xima de saı´da de 456mV pp e amplitude de
tensa˜o mı´nima de saı´da 300mVpp do amplificador parame´trico (base de tempo de 500ms/DIV
do oscilosco´pio).
Figura 5.11: Sinal do bombeamento(azul) de amplitude de tensa˜o 424mVpp e sinal ex-
terno(verde) de amplitude de tensa˜o de 53mVpp, os dados esta˜o escritos na linha 1 da TAB. (5.3).
A Fig. (5.12) apresenta o gra´fico com valores teo´ricos da amplitude da tensa˜o de saı´da para
as mesmas condic¸o˜es utilizadas no experimento referente a` linha 9 da Tab. (5.3).
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Figura 5.12: Gra´fico teo´rico da Eq. (5.2.8) amplitude da tensa˜o de saı´da do AP, referente a` linha
9 da Tab. (5.3).
A seguir apresentamos imagens do oscilosco´pio referente a` linha 9.
Figura 5.13: Saı´da do amplificador parame´trico na cor amarela, referente a` linha 9 da Tab. (5.3),
amplitude de tensa˜o ma´xima de saı´da de 1,075V e amplitude de tensa˜o mı´nima de saı´da 0,362V
(base de tempo de 200ms/DIV).
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Figura 5.14: Sinal de bombeamento(azul) com amplitude 691mVpp e sinal externo(verde) de
amplitude de 56mVpp, condic¸o˜es na linha 9 da TAB. (5.3).
De acordo com os gra´ficos teo´ricos da tensa˜o do capacitor os valores experimentais apresen-
taram valores muito pro´ximos aos calculados pela Eq. (5.2.8), como exemplo podemos verificar
na linha 9, para o valor ma´ximo de tensa˜o do capacitor temos um erro relativo de 2,2% e para o
valor mı´nimo um erro de 13,1%. O ganho pode ser determinado utilizando o procedimento ex-
perimental do capı´tulo 3 para verificar valor de saı´da do amplificador parame´trico com a entrada
do bombeamento aterrada, a tabela (5.4) apresenta valores obtidos
Linha tabela (5.3) VcF p=0(Vpp) V tF p=0(Vpp) Gmax(dB) Gmin(dB) G
t
max(dB) G
t
min(dB)
3 0,768 0,652 3,506 -3,101 3,521 -3,029
4 0,778 0,725 6,978 -3,012 8,23 -3,403
8 1,177 0,926 3,928 -3,353 5,916 -4,337
Tabela 5.4: Valores ma´ximos e mı´nimos experimentais e teo´ricos do ganho do AP. Tensa˜o expe-
rimental do capacitor para amplitude de bombeamento zero VcF p=0, tensa˜o teo´rica do capacitor
para amplitude de bombeamento zero V tF p=0, ganho ma´ximo experimental Gmax, ganho mı´nimo
experimental Gmin, ganho ma´ximo teo´rico Gtmax e ganho mı´nimo teo´rico G
t
min.
Na Tab. (5.4) temos o pior resultado comparativo entre o valor teo´rico e experimental do
ganho referente a` linha 8 da Tab. (5.3), para obtermos um ganho teo´rio pro´ximo do resultado
experimental terı´amos que ter um fator de qualidade do circuito RLC com indutor simulado
maior que 200, a dessintonia Ω = −0,022, este resultado ocorre com na frequ¨eˆncia do sinal
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externo acima da frequ¨eˆncia natural do circuito RLC, diferenc¸a em torno de 2dB entre valor ex-
perimental e o calculado, isso demonstra o quanto o circuito do AP desenvolvido neste trabalho
e´ seletivo em frequ¨eˆncia.
A imagem da Fig. (5.15) apresenta sinal externo de 41,6mV de pico a pico na cor verde que
e´ aplicado na entrada do amplificador parame´trico, sinal de bombeamento de 425mV de pico a
pico na cor amarela, o sinal de saı´da com amplitude de 1,13V na cor azul e o defasamento entre
o sinal externo e o sinal de bombeamento de 117◦.
Figura 5.15: Saı´da externo de 41,6mV de pico a pico na cor verde, sinal de bombeamento de
425mV de pico a pico na cor amarela, o sinal de saı´da com amplitude de 1,13V na cor azul e o
defasamento entre o sinal externo e o sinal de bombeamento de 117◦.
Observamos que mesmo o sinal externo apresente um pouco de ruı´do (cor verde), o ampli-
ficador parame´trico consegue realizar amplificac¸a˜o apenas do sinal externo, no sinal de saı´da
(cor azul) na˜o apresenta amplificac¸a˜o de ruı´do.
A Fig. (5.16) mostra a amplificac¸a˜o realizada pelo amplificador parame´trico com defasa-
mento de 124◦ entre o sinal externo (cor verde) e o sinal de bombeamento (cor amarela), o sinal
de saı´da (cor azul) com amplitude de 840mV.
As Figs. (5.15) e (5.16) apresentam amplificac¸o˜es com diferentes aˆngulos de fase entre o
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Figura 5.16: Saı´da externo de 44,7mV de pico a pico na cor verde, sinal de bombeamento de
419mV de pico a pico na cor amarela, o sinal de saı´da com amplitude de 840mV na cor azul e
o defasamento entre o sinal externo e o sinal de bombeamento de 124◦.
sinal externo e o sinal de bombemanto, os valores obtidos nas amplificac¸o˜es das duas situac¸o˜es
comprovam os estudos teo´ricos da dependeˆncia da amplificac¸a˜o do amplificador parame´trico
em func¸a˜o da fase entre os sinais externo e bombeamento.
5.7 Conclusa˜o
Os resultados obtidos no experimento do circuito eletroˆnico do amplificador parame´trico
montado nesse trabalho mostrou-se coerente com o modelo desenvolvido na teo´ria. Isso vali-
dou o circuito eletroˆnico do amplificador parame´trico desenvolvido nesse trabalho comparado
com os valores estudados na teoria. A visualizac¸a˜o das formas de onda do amplificador pa-
rame´trico proporcionou a identificac¸a˜o da zona de estabilidade de operac¸a˜o do amplificado.
Alterando a amplitude de bombeamento, frequ¨eˆncia de bombeamento e amplitude do sinal ex-
terno, puderam-se verificar alterac¸o˜es no sinal de saı´da referente ao nı´vel de amplitude. A de-
pendeˆncia do ganho em relac¸a˜o a` fase do sinal externo nos estudos teo´ricos foram comprovados
nos experimentos. O incremento de ∆φ(τ) no sinal de externo a ser amplificado o amplificador
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parame´trico apresentou comportamento de um modulador em amplitude. Alto ganho, grande
seletividade em frequ¨eˆncia e baixa gerac¸a˜o de ruı´do no circuito, caracterı´sticas importantes para
que o AP possa ser utilizado em estac¸o˜es receptoras de sinais de pequenas amplitudes.
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6 Concluso˜es e Perspectivas
Nesta dissertac¸a˜o propusemos e realizamos a implemetac¸a˜o eletroˆnica do oscilador
parame´trico e do amplificador parame´trico.
No capı´tulo 2 estudamos o principal componente analo´gico utilizado para implementar
eletronicamente equac¸o˜es diferenciais ordina´rias: o amplificador operacional, e analisamos os
principais circuitos utilizados, incluindo o indutor eletroˆnico de Antoniou.
No capı´tulo 3 fizemos um ra´pido estudo do circuito RLC em se´rie, dando eˆnfase a` im-
portaˆncia do fator de qualidade do circuito. Montamos em uma PCI um circuito RLC em se´rie,
no qual foi utilizado o indutor de Antoniou, e obtivemos a curva de ressonaˆncia experimental.
Excelente ajuste com a teoria foi alcanc¸ado.
Mostramos no capı´tulo 4 que o oscilador parame´trico pode ser controlado por dois dos
paraˆmetros do circuito: a frequ¨eˆncia e a amplitude de bombeamento. Levantamos experimen-
talmente a linha de transic¸a˜o da primeira zona de instabilidade e em seguida pudemos ajusta´-la
com a teoria. O paraˆmetro de ajuste utilizado foi o fator de qualidade Q. O resultado foi bem
pro´ximo do Q obtido no ajuste da curva de ressonaˆncia do circuito RLC em se´rie base do oscila-
dor parame´trico utilizado no capı´tulo 3. Durante nossa implementac¸a˜o dos circuitos enfretamos
dificuldades devido aos componentes, principalmente aos indutores e capacitores por apresenta-
rem baixo fator de qualidade. Em func¸a˜o disto grandes perdas ocorriam e o OP na˜o funcionava.
Desenvolvemos todo processo de confecc¸a˜o de placas de circuito impresso no Laborato´rio de
Eletromagnetismo Na˜o-Linear da UFA. Apresentamos detalhadamente todo procedimento ex-
perimental envolvido e apresentamos os resultados obtidos nos experimentos. Melhorias futuras
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no oscilador parame´trico podem ser feitas utilizando-se capacitores com menos perdas e maior
fator de qualidade, na perspectiva de um melhor desempenho do circuito.
No capı´tulo 5 analisamos o funcionamento do AP e calculamos o ganho em escala de de-
cibe´is na resposta do AP a um sinal ac externo em relac¸a˜o a` resposta do circuito RLC equiva-
lente (o AP com o bombeamento desligado) pelo me´todo do balanc¸o harmoˆnico. Observamos
que o AP pode apresentar um alto ganho de acordo com as previso˜es teo´ricas. Pudemos obter
uma o´tima concordaˆncia com os resultados experimentais utilizando o mesmo valor do fator de
qualidade Q utilizado anteriormente para o oscilador parame´trico.
Uma vantagem do circuito do AP e´ que ha´ poucas partes resistivas, por isso sua saı´da
apresenta baixo ruı´do. As principais fontes de ruı´do do AP sa˜o o resistor em se´rie do circuito
RLC e a resisteˆncia do circuito de retorno, sendo que o ruı´do te´rmico, pode ser reduzido con-
sideravelmente por arrefecimento do amplificador. Ale´m disso ele tambe´m apresenta grande
sensibilidade em relac¸a˜o ao aˆngulo de fase φ do sinal de entrada. No AP desenvolvido em
nossa pesquisa os paraˆmetros de controle foram a amplitude de bombeamento, frequ¨eˆncia de
bombeamento e o aˆngulo de fase do sinal de entrada em relac¸a˜o ao sinal de bombeamento. Em
func¸a˜o de sua alta seletividade em frequ¨eˆncia, alto ganho para sinais de pequenas amplitudes
e baixo ruı´do gerado no circuito, o AP pode ser utilizado com o objetivo de amplificar sinais
de pequenas amplitudes provenientes de sensores, sem inserir ruı´do na amplificac¸a˜o do sinal
obtido.
Uma perspectiva futura de desenvolvimento do presente trabalho e´ o aperfeic¸oamento do
circuito do AP apresentado nesse trabalho para aplicac¸o˜es em frequ¨eˆncias mais altas. E´ possı´vel,
sem grandes dificuldades, esperamos, alcanc¸ar frequeˆncias da ordem de MHz com a substituic¸a˜o
dos opamps utilizados por outros que podem operar em frequeˆncias bem mais altas. Uma outra
possibilidade de desenvolvimento futuro e´ montar o circuito do AP em um chip de silı´cio. As-
sim frequeˆncias de operac¸a˜o da ordem de 2,4GHz podera˜o ser atingidas, com a possibilidade
de muitas aplicac¸o˜es tecnolo´gicas. No campo da pesquisa ba´sica um outro desenvolvimento
futuro pode ser obtido via medidas da resposta do AP em relac¸a˜o a` presenc¸a de ruı´do externo.
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Nossa intenc¸a˜o e´ verificar a possibilidade de realizac¸a˜o das te´cnicas de compressa˜o de ruı´do
desenvolvidas por Rugar e Gru¨tter [11] em circuitos eletroˆnicos e tambe´m verificar as previso˜es
teo´ricas do artigo de Batista et al. [14] sobre as altas razo˜es sinal-ruı´do do AP.
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APEˆNDICE A -- Implementac¸a˜o com amplificadores
operacionais do oscilador
harmoˆnico forc¸ado e amortecido
A equac¸a˜o diferencial de segunda ordem do oscilador harmoˆnico forc¸ado e amortecido e´ da
forma
x¨(t)+ γ x˙(t)+ω20 x(t) =
Fo
m
cos(ωt) (a.1)
Na Fig. (A.1) apresenta outra forma de representac¸a˜o do circuito oscilador forc¸ado harmoˆnico
e amortecido em diagramas de blocos.
-1w
2
o
F(t)
x- w2o
M
XXX -
...
Figura A.1: Diagrama de blocos que simula o oscilador harmoˆnico forc¸ado e amortecido.
Estudamos na sec¸a˜o (2.2) a func¸a˜o de transfereˆncia dos circuitos que iremos implementar
o oscilador harmoˆnico forc¸ado e amortecido, circuitos: integrador de Miller, integrador sem
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perdas e o somador. Para o circuito do integrador de Miller temos a seguinte equac¸a˜o
Y˙ =− X
R1C1
− Y
R2C1
, (a.2)
o integrador sem perdas com circuito inevrsor e´ apresentado na Fig. (A.2) em sua saı´da apre-
senta func¸a˜o de transfereˆncia,
X˙ =
Y
R3C2
(a.3)
−
+
Y R3
C2
−
+
R4
R5
X
Figura A.2: Circuito que simula a equac¸a˜o diferencial (a.3), onde R4 = R5.
derivando a equc¸a˜o (a.2) obtemos,
Y¨ =− Y˙
R2C1
− X˙
R1C1
Y¨ =− Y˙
R2C1
− Y
R1R3C1C2
, (a.4)
adicionando um sinal senoidal externo do tipo f (t) = a0 cos(ωt) a equac¸a˜o (a.4) torna-se,
Y¨ =− Y˙
R2C1
− Y
R1R3C1C2
+ f (t)
Y¨ +
Y˙
R2C1
+
Y
R1R3C1C2
= a0 cos(ωt), (a.5)
o circuito completo que simula a Eq. (a.5) que representa a equac¸a˜o do oscilador harmoˆnico
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forc¸ado e amotercido e´ mostrado na Fig. (A.3).
−
+
R3
C2
−
+
R4
R5
−
+
R1
R2
C1
R6
f(t)
Figura A.3: Circuito completo do oscilador harmoˆnico forc¸ado e amortecido com amplficado-
res, capacitores e resistores, onde R4 = R5 = R6.
O nosso circuito implementado com circuitos analo´gicos simula a equac¸a˜o
Y¨ +
Y˙
R2C1
+
Y
R1R3C1C2
= a0 cos(ωt), (a.6)
fazendo um comparativo entre as equac¸o˜es (a.1) e (a.6), podemos obter as expresso˜es da frequ¨eˆncia
de ressonaˆncia f0 do circuito implementado e o seu fator de qualidade Q.
f0 =
1
2pi
√
1
R1R3C1C2
,
Q =
R2C1√
R1R3C1C2
.
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APEˆNDICE B -- Peˆndulo Parame´trico
A seguir analisaremos um sistema fı´sico que apresenta ressoˆnancia parame´trica. Esse sis-
tema e´ o peˆndulo com ponto de suspensa˜o oscilante periodicamente vertical e´ exemplo de um
sistema simples submetido a oscilac¸o˜es parame´tricas como mostra a Fig. (B.1), a equac¸a˜o de
movimento do ponto de suspensa˜o do peˆndulo
a(t) = A0 cos(2ωt), (b.1)
Onde 2ω e´ frequ¨eˆncia de oscilac¸a˜o do ponto de suspensa˜o do peˆndulo e A0 amplitude ma´xima
desta oscilac¸a˜o. A posic¸a˜o da partı´cula de massa em um instante qualquer no sistema pode ser
descrito pelas equac¸o˜es [13]
x(t) = l0 sinθ(t)
y(t) = a(t)− l0 cosθ(t)
O sistema e´ conservativo e as u´nicas forc¸as que atuam nele sa˜o forc¸a peso e a trac¸a˜o do fio.
O plano cartesiano xy e´ o plano de oscilac¸a˜o do peˆndulo. O vetor posic¸a˜o e´ dado por x = (x,y),
A seguir utilizaremos as equac¸o˜es de Euler-Lagrange para determinar a equac¸a˜o de movimento
do sitema.
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Figura B.1: Peˆndulo com ponto de sustentac¸a˜o varia´vel verticalmente.
A Langrageana deste sistema e´ da forma:
L = K(x,y)−V (x,y) (b.2)
Onde K(x,y) e´ a energia cine´tica e V (x,y) e´ a energia potencional gravitacional, derteminado
as energias temos:
K(x,y) =
1
2
m(x˙2+ y˙2)
x˙ = lθ˙ cosθ
y˙ = a˙+ lθ˙ sinθ
K(x,y) =
1
2
m(l2θ˙ 2 cos2θ + a˙2+2la˙θ˙ sinθ + l2θ˙ 2 sin2θ)
enta˜o
K(x,y) = k(θ˙) =
1
2
m(l2θ˙ 2+ a˙2+2la˙θ˙ sinθ)
A energia potencial gravitacional pode ser escrito simplesmente na forma
V (x,y) =V (θ) = mg(a− l0 cosθ)
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As varia´veis a e θ sa˜o em func¸a˜o do tempo, o ponto sobre as varia´veis representa uma
derivada em relac¸a˜o ao tempo.
A langrageana deste sistema pode ser escrita como:
L(θ , θ˙) = K(θ˙)−V (θ)
L(θ , θ˙) =
1
2
m(l20 θ˙
2+ a˙2+2l0a˙θ˙ sinθ)−mg(a− l0 cosθ)
Aplicando a equac¸a˜o de Euler-Lagrange podemos determina a equac¸a˜o de movimento do
sistema
d
dt
(
∂L(θ , θ˙)
∂ θ˙
)− ∂L(θ , θ˙)
∂θ
= 0 (b.3)
ml20 θ¨ +ml0a¨sinθ +mgl0 sinθ = 0
Encontramos a equac¸a˜o de movimento
θ¨(t)+ [
a¨(t)
l0
+
g
l0
]sinθ(t) = 0
θ¨(t)+ [
g
l0
− 4ω
2A0 cos(2ωt)
l0
]sinθ(t) = 0 (b.4)
Considerando pequenas aˆngulos de oscilac¸o˜es, e´ va´lida a aproximac¸a˜o ( sinθ ≈ θ ), re-
escalando a equac¸a˜o (b.4), onde ω20 =
g
l0
e´ a frequ¨eˆncia natural de oscilac¸a˜o do sistema e
2Fp = −4ω
2A0
lo
temos a equac¸a˜o
θ¨(t)+ [ω20 +2Fp cos(2ωt)]θ(t) = 0
que e´ conhecida como equac¸a˜o de Mathieu [33]. Embora a equac¸a˜o de Mathieu seja uma
equac¸a˜o diferencial de segunda ordem, na˜o pode ser resolvida analiticamente.
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APEˆNDICE C -- Equac¸a˜o de Mathieu
A ressonaˆncia parame´trica e´ um fenoˆmeno comum no estudo de sistemas dinaˆmicos, que
difere da ressoˆnancia natural dos sistemas devido a sua instabilidade. No apeˆndice B realizamos
o estudo do peˆndulo de ponto de sustentac¸a˜o varia´vel que resultou na equac¸a˜o da forma
x¨+ω20 (1+η cos(2ωt))x = 0, (c.1)
onde 2Fp = η > 0, ω0 e´ a frequ¨eˆncia natural do sistema e 2ω a frequ¨eˆncia de excitac¸a˜o. Como
os coeficientes desta equac¸a˜o na˜o sa˜o constantes, mas apresentam dependeˆncia temporal, na˜o
podemos resolveˆ-la pelos me´todos usuais de soluc¸a˜o de equac¸o˜es difencias ordina´rias. A sua
soluc¸a˜o e´ possı´vel fazendo a aplicac¸a˜o da teoria de Floquet [34]. Esta teoria nos diz que para
uma equac¸a˜o diferencial linear, que tem coeficientes perio´dicos, ha´ um conjunto de soluc¸o˜es
fundamentais (das quais podemos construir todas as outras soluc¸o˜es) onde todas as soluc¸o˜es
sa˜o da forma
x(t) = eµtP(t), (c.2)
onde P(t) e´ uma func¸a˜o perio´dica e o expoente µ e´ chamado expoente de Floquet [35], o com-
portamento assinto´tico das soluc¸o˜es da equac¸a˜o de Mathieu e´ controlado pelo expoente de Flo-
quet. Supondo que a equac¸a˜o seja soluc¸a˜o
x(t) = eµt cos(ωt+β ), (c.3)
onde ω e´ a frequ¨eˆncia de oscilac¸a˜o e β o aˆngulo de fase. Substituindo (c.3) em (c.1) obtemos
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[
d2
dt2
+ω0(1+η cos(2ωt)
]
eµt cos(ωt+β ) = 0,
a componente 3ωt tem contribuic¸a˜o muito pequena, enta˜o pode ser desprezadas, ou seja, sin(3ωt)=
cos(3ωt) = 0, chegamos o sistema homogeˆneo na forma matricial
 ω20 −ω2+µ2+ ω20η2 −2µω
−2µω ω20 −ω2+µ2− ω
2
0η
2
[ cosβ
sinβ
]
=
[
0
0
]
. (c.4)
A equac¸a˜o (d.4) tem soluc¸a˜o trivial se o determinante
D =
 ω20 −ω2+µ2+ ω20η2 −2µω
−2µω ω20 −ω2+µ2− ω
2
0η
2
 , (c.5)
for nulo.
Calculando o determinate temos
detD = µ4+2(ω20 +ω
2)µ2+
[
(ω20 +ω
2)2− η
2
4
ω40
]
= 0,
cujas raı´zes sa˜o
µ2+ =−(ω20 +ω2)+
η
2
ω20 ,
µ2− =−(ω20 +ω2)−
η
2
ω20 .
Para valores reais de µ as soluc¸o˜es sa˜o exponencialmente crescentes (µ > 0) ou decrescente
(µ < 0). Para valores imagina´rios de µ temos soluc¸o˜es limitadas e perio´dicas. Para valores
reais de µ , as soluc¸o˜es sa˜o ditas insta´veis e para valores imagina´rios, esta´veis. Observe que o
expoente de Floquet esta´ relacionado aos paraˆmetros da equac¸a˜o (c.1), ω e Fp, e por este motivo
as soluc¸o˜es sa˜o ditas insta´veis ou esta´veis dentro do espac¸o de fase destes paraˆmetros, ou seja,
podemos atribuir valoes reais para ω e Fp de tal forma a termos soluc¸o˜es insta´veis ou esta´veis.
.
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APEˆNDICE D -- Ressonaˆncia Parame´trica
A equac¸a˜o de Mathieu e´ um caso particular na equac¸a˜o de Hill [36]. Podemos escrever
como
x¨+ω20 [1+Fp cos((2ω0+∆ω)t)]x = 0, (d.1)
ondeω0 e´ a frequ¨eˆncia de oscilac¸a˜o natural do sistema e ∆ω e´ um pequeno incremento arbitra´rio
na frequ¨eˆncia de excitac¸a˜o do sistema. A forma apresentada na equac¸a˜o (d.1) e´ mais adequada
para fazermos ana´lise pertubativa das soluc¸o˜es, seja a func¸a˜o perio´dica
p(t) = cos(2ω0+∆ω).
Estamos interessados em soluc¸o˜es para a equac¸a˜o (d.1) que possam ser escritas na forma
f (t) = f1(t)cos(ω0+
∆ω
2
)+ f2(t)sin(ω0+
∆ω
2
), (d.2)
em que f1(t) e f2(t) sa˜o func¸o˜es que variam lentamente, mais lentamente que as func¸o˜es seno e
cosseno, com essa imposic¸a˜o limitamos nossas soluc¸o˜es, mas elas nos fornece boa aproximac¸a˜o
para as primeiras zonas de ressonaˆncia parame´tricas, que e´ nosso objetivo em estudo da primeira
regia˜o de instabilidade da equac¸a˜o Mathieu.
Substituindo a equac¸a˜o (d.2) na equac¸a˜o (d.1), obtemos
−(2 f˙1(t)+ f2(t)∆ω+ Fpω02 f2(t))ω0 sin((ω0+
∆ω
2
)t)
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+(2 f˙2(t)− f1(t)∆ω+ Fpω02 f1(t))ω0 cos((ω0+
∆ω
2
)t) = 0, (d.3)
desconsiderando os termos de 2a ordem em ∆ω(∆ω << 1). Em virtude de sua lenta variac¸a˜o
temporal f¨1(t)∼ f¨2(t)∼ 0.
A equac¸a˜o (d.3) so´ sera´ satisfeita se os coeficientes das func¸o˜es seno e cosseno forem
igualmente nulos. Enta˜o
f˙1(t)+
1
2
(∆ω+
Fpω0
2
) f2(t) = 0,
f˙2(t)+
1
2
(∆ω− Fpω0
2
) f1(t) = 0.
Da teoria de Floquet, vamos supor que f1(t) ' e−µt e f2(t) ' eµt . Obtemos o sistema
homogeˆneo matricial
[
−µ 12(∆ω+
Fpω0
2 )
1
2(∆ω−
Fpω0
2 ) µ
][
f1(t)
f2(t)
]
=
[
0
0
]
. (d.4)
Para que a equac¸a˜o matricial homogeˆnea tenha soluc¸a˜o na˜o trivial, seu determinate deve ser
zero [37],
µ2 =
1
4
[(
Fpω20
2
)−∆ω2].
A Ressonaˆncia Parame´trica ocorrera´ somente se ∆ω estiver dentro do intervalo
−Fpω0
2
< ∆ω <
Fpω0
2
,
com frequ¨eˆncias de oscilac¸a˜o pro´xima de 2ω0. A ressonaˆncia parame´trica pode ser verificada
para frequ¨encias em torno de nω02 , onde n e´ um nu´mero inteiro. A Fig. mostra as zonas de
instabilidade da equac¸a˜o de Mathieu sem dissipac¸a˜o, observe que a largura dos intervalos de
ressoˆnancia parame´trica diminui com o aumento de n.
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Figura D.1: Regio˜es de Ressoˆnancias Parame´tricas da equac¸a˜o de Mathieu.
Utilizamos o programa de desenvolvimento e implementac¸a˜o de algoritmos o Matlab para
plotar o gra´fico das regio˜es de instabilidade da equac¸a˜o de Mathieu sem dissipac¸a˜o. Abaixo
esta´ o programa utilizado.
clc ; clear all ;
N = 30 ; % Order of the Hill’s Determinant
T = cell(1,4) ; % Cell array to store Hill determinant matrices
figure ;
title(’Instabilidade da equac¸~ao de Mathieu sem dissipac¸~ao’)
xlabel(’\omega/\omegao’) ;
ylabel(’Fp’) ;
hold on ;
for e = -20:0.05:20
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a = e*ones(N,1) ; % Sub diagonal elements
c = e*ones(N,1) ; % Super diagonal elements
% Hill determinants for odd sine and cosine coefficients
ndeto = 2*N+1 ;
bo = (1:2:ndeto).^2 ; % Diagonal elements
T1 = diag(a,-1)+diag(bo)+diag(c,+1) ;
T1(1,1) = 1+e ;
T{1} = T1 ; % Odd cosine determinant matrix
T1(1,1) = 1-e ;
T2 = T1 ;
T{2} = T2 ; % Odd sine determinant matrix
% Hill determinants for even sine and cosine coefficients
ndete = 2*(N+1) ;
be = (2:2:ndete).^2 ; % Diagonal elements
T3 = diag(a,-1)+diag(be)+diag(c,+1) ;
T{3} = T3 ; % Even cosine determinant matrix
T4 = zeros(size(T3)) ;
T4(1,1) = 0 ;T4(1,2) = e ;T4(2,1) = 2*e ;
T4(2:end,2:end)=T3(1:end-1,1:end-1) ;
T{4} = T4 ; % Even sine determinant matrix
% Calculate the Eigenvalues of the Determinant matrices
for j = 1:4
E = eig(T{j}) ;
plot(E,e,’.’,’Markersize’,4.5,’Color’,’r’) ;
end
end
axis([-5,45,0,12])
PlotAxisAtOrigin
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APEˆNDICE E -- Ana´lise do oscilador parame´trico
sob o crite´rio de Barkhausen
Podemos tambe´m analisar o circuito da Fig. (4.3) sob o crite´rio de Barkhausen [38]. O
circuito a ser analisado e´ apresentado na Fig. (E.1).
A B
C
Vc +
-
Vout
L
R
C
Vs Vg
C=A B
=1cos(wp
2
t)
=fp cos(wpt+ø)
P
Vs
Vg
(t)
(t)
Figura E.1: Circuito RLC alimentado por um multiplicador analo´gico.
Objetivamos estudar a relac¸a˜o de amplitude entre Vc(iω) e Vs(iω). Conectando o capacitor
a` entrada A (ponto “P”) e desconectando Vs em busca de uma oscilac¸a˜o que obedec¸a o crite´rio
de Barkhausen:
| V c
V s
|= 1,
∠V c
V s
= 00.
O ganho do oscilador deve ser igual a 1 e o deslocamento de fase entre os dois sinais deve ser
igual a 00.
A condic¸a˜o de fase sera´ satisfeita pela combinac¸a˜o de φ ( que e´ arbitra´ria), e ou defasagem,
entre Vout e Vc (defasagem compensasda exatamente por φ ).
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Considearndo o ganho G=1 do multiplicador unita´rio para facilitar o ca´lculo, assim temos
o circuito da Fig (E.2):
R
L
C+
-
Vc
=fp
2
cos(wp
2
t +ø)(t)Vout + fp
2
cos(3wp
2
t+ ø)
Figura E.2: Circuito RLC alimentado com sinal Vout(t).
Vout(t) = cos(
ωp
2
t) fp cos(ωpt+φ) =
fp
2
cos(
ωp
2
t+φ)+
fp
2
cos(
3ωp
2
t+φ).
Iremos supor que o circuito ressonante RLC se´rie e´ muito seletivo, ou seja, tem elevado
fator de qualidade Q, enta˜o a componente de Vc em 3ωp2 e´ praticamnete nula. Sendo assim,
nosso sistema passa a ser o da Fig. (E.3).
R
L
C+
-
Vc
Vx =fp
2
cos(wp
2
t +ø)(t)
Figura E.3: Circuito RLC .
V x =
fp
2
cos(
ωp
2
t+φ),
com amplitude fp2 e componente espectral em
ωp
2 .
Temos um divisor de tensa˜o, a tensa˜o do capacitor e´ da forma:
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V c(iω) =V x(iω)
1
iωC
1
iωC + iωL+R
,
que resulta na relac¸a˜o
V c
V x
(iω) =
1
1+ iωRC−ω2LC ,
| V c
V x
(iω) |= 1√
(1−ω2LC)2+ω2R2C2 ,
que tem um ma´ximo em ω = ω0 = 1√LC , que e´ a frequ¨eˆncia de ressonancia natural do circuito
RLC. Para nossos propo´sitos, ωp2 e´ pro´ximo de ω0, mas na˜o necessariamente igual. A condic¸a˜o
de Brakhausen,
| V c
V s
|= 1,
seja satisfeita e´ preciso que
fp = 2
√
(1−ω2LC)2+ω2R2C2, (e.1)
a equac¸a˜o (e.1) define a primeira linha de instabilidade do oscilador parame´trico considerando
ganho unita´rio do multiplicador. Observe que quandoω =ω0, va´lido paraω2R2C2 << 1, ha´ um
valor mı´nimo para fpmin=2ωRC, enta˜o temos que ter um valor de capacitaˆncia muito pequena,
a na˜o ser que possamos utilizar fp muito grande.
Utilizando um alto valor de indutaˆncia nosso circuito sera´ mais seletivo devido ao aumento
do fator de qualidade, portanto na multiplicac¸a˜o de ωp2 por ωp a componente
3ω
2 sera´ rejeitada
pelo circuito RLC. Portanto o circuito do oscilador parame´trico sempre sera´ forc¸ado a oscilar
em ωp2 .
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APEˆNDICE F -- Analogia eletroˆnica do sistema de
Lorenz
Este apeˆndice o procedimento de como projetar circuitos com aplificadores operacionais
que implementam equac¸o˜es diferenciais lineares. Nossa proposta e´ implementar o sistema de
Lorenz com o objetivo de reporduzir com o circuito os atratores de Lorenz.
O sistema de Lorenz consiste num modelo simplificado do comportamento da atmosfera:
simula o comportamento de um fluido em um plano retangular, cuja temperatura do lado inferior
e´ maior que a do superior, gerando correntes te´rmicas de convecc¸a˜o. O sistema de Lorenz e´ dado
por
dX
dt
=−σ(X−Y ),
dY
dt
= ρX−Y −Y Z,
dZ
dt
= XY −βZ,
onde X e´ a intensiddae do movimento convectivo, Y diferenc¸a de temperatura entre corren-
tes ascendentes e descendentes na horizontal, Z a distribuic¸a˜o de temperatuta na vertical, σ
relac¸a˜o entre a viscosidade e a condutividade te´rmica, ou nu´mero de Prandat, ρ proporcional a
diferenc¸a de temperatura entre os lados inferior e superior,ou nu´mero de Ryaleigh reduzido e
β relac¸a˜o entre altura e a largura do retaˆngulo. A seguir vamos plotar os gra´ficos das varia´veis
de estado do sistema para determinar o valor ma´ximo de amplitude de cada varia´vel (X,Y,Z)
com valores iniciais X(0)=-8, Y(0)=8 e Z(0)=27, temos que verificar se os limites de amplitu-
des sa˜o aceita´veis em um circuito eletroˆnico estabelecido pelo valor da tensa˜o de alimentac¸a˜o
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disponı´vel ±12V.
Figura F.1: Movimento do fluxo convectivo em relac¸a˜o ao tempo.
Pelos gra´ficos plotados os valores ma´ximos de amplitudes de X(t), Y(t) e Z(t) ultrapasam o
valor da alimentac¸a˜o disponı´vel∓12V, | Xmax |=18, |Ymax |=24 e | Zmax |=45, a soluc¸a˜o para este
problema e´ fazer escalamento de amplitude que na realidade consisite em troca de varia´vel, cosi-
derando as varia´veis u, v e w, cujas amplitudes ma´ximas na˜o ultrapassem o valor de alimentac¸a˜o
disponı´vel, relacionadas com as varia´veis originais X, Y e Z por um fator, que chamamos fator
de escala em amplitude. atrbuindo que | umax |=| vmax |=| wmax |=5, obtemos
X
u
=
| Xmax |
| umax | =
18
5
,
X = 3,6u,
Y
v
=
| Ymax |
| vmax | =
24
5
,
Y = 4,8v,
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Figura F.2: Distribuic¸a˜o de temperatura na horizontal em relac¸a˜o ao tempo.
Z
w
=
| Zmax |
| wmax | =
45
5
,
Z = 9w,
para σ=10, ρ=20 e β=83 , obtemos o sistema da forma
u˙ =−10(3,6u−4,8v),
v˙ = 21u− v−6,75wu, (f.1)
w˙ = 1,92uv− 8
3
w. (f.2)
A dinaˆmica do novo sistema e´ a mesma do sistema original de Lorenz, exceto pelas ampli-
tudes das novas varia´veis que na˜o ultrapassam o valor estabelecido de 5.
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Figura F.3: Distribuic¸a˜o de temperatura na vertical em relac¸a˜o ao tempo.
No nosso circuito utilizaremos o multplicador analo´gico AD633JN, ver capı´tulo 2 subsec¸a˜o
(2.1.2), a seguir temos que adaptar as Eqs. (f.5) e (f.6) a` func¸a˜o de transfereˆncia do multiplica-
dor, obtemos
u˙ =−10(3,6u−4,8v),
v˙ = 21u− v−67,5wu
10
, (f.3)
w˙ = 19,2
uv
10
− 8
3
w. (f.4)
Embora as varia´veis escaladas na˜o ultrapassem o valor ma´ximo estabelecido, isto na˜o que
dizer que os valores intermedia´rios na˜o ultrapassem, causando problemas de saturac¸a˜o nos com-
ponentes e possibiliade de uma na˜o linearidade indesejada. Portanto o sistema escalado deve
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ser normalizado pelo maior valor de coeficiente, o sistema normalizado e´ da forma
u˙ =−0,148u+0,1975v,
v˙ = 0,311u−0,0148v− wu
10
, (f.5)
w˙ = 0,2844
uv
10
uv−0,0395w. (f.6)
Para implementar as equac¸o˜es difereˆncias vamos utilizar o integrador de Miller com perdas,
ver capı´tulo 2 subsec¸a˜o (2.2.7) a equac¸a˜o diferencial que o circuito simula, defenindo uma um
resistor “R” e um capacitor “C” de base, reescalando as equac¸o˜es em termos dos paraˆmetros do
circuito do integrador, obtemos
−u˙ = 0,148u−0,1975v,
−u˙ = 1
RC
(0,148u−0,1975v),
−u˙ = 1
C
(
u
6,75R
− v
5R
), (f.7)
v˙ =
1
RC
(0,311u−0,0148v− wu
10
),
v˙ =
1
C
(
u
3,2R
− v
67,5R
− wu
10R
), (f.8)
−w˙ = 1
RC
(−0,2844 uv
10
uv+0,0395w),
−w˙ = 1
C
(− 1
3,5R
uv
10
+
w
25,3R
). (f.9)
O circuito completo e´ apresentado na Fig. (F.4) que simula o sistema de Lorenz, utilizando
um oscilosco´pio podemos vizualizar os atratores de Lorenz, ver Fig. (F.5).
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Circuito que simula os atratores de Lorenz
Laboratório de Eletromagnetismo e Física Não-Linear
Paulo Sérgio
Figura F.4: Circuito completo que simula o sistema de Lorenz.
Os valores de “R” e “C” determinam a velocidade da dinaˆmica do sistema mais lenta ou
mais ra´pido. O valor do resistor “R”adotado no circuito e´ 10kΩ e o capacitor “C” 100nF.
Utilizamos o programa Matlab para plotar os gra´ficos das varia´veis X, Y, Z e o atrator de
Lorenz.
%editor de texto%
function xprime = lorenz(t,x);
%LORENZ: Computes the derivatives involved in solving the
%Lorenz equations.
sig=10;
beta=8/3;
rho=28;
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Figura F.5: Movimento convectivo do fluı´do em relac¸a˜o a distribuic¸a˜o de temperatura vertical.
xprime=[-sig*x(1) + sig*x(2); rho*x(1) - x(2) - x(1)*x(3); -beta*x(3) + x(1)*x(2)];
%Janela de Comando%
>>x0=[-8 8 27];
>>tspan=[0,20];
>>[t,x]=ode45(@lorenz,tspan,x0)
>>plot(x(:,1),x(:,3))
>>plot(t,x(:,1))
>>plot(t,x(:,2))
>>plot(t,x(:,3))
105
APEˆNDICE G -- Curva de transic¸a˜o experimental da
1a zona de instabilidade
Na figura abaixo apresentamos a linha de transic¸a˜o experimental da 1a zona de instabilidade
do oscilador parame´trico do amplificador parame´trico utilizado no capı´tulo 5.
0 . 9 0 0 . 9 5 1 . 0 0 1 . 0 5 1 . 1 00 . 0 0
0 . 0 5
0 . 1 0
0 . 1 5
0 . 2 0
0 . 2 5
0 . 3 0
0 . 3 5
0 . 4 0
0 . 4 5

 
           
 
             
 	      
  	       
Fp
ω/ω
0
Figura G.1: Curva de transic¸a˜o experimental da primeira zona de instabilidade, com R=56Ω,
C=552pF e L=1H.
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